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1. REALNA STEVILA

Racionalna stevila, ki jih predstavimo z ulomki, so ljudje poznali Ze pred tisocletji.
Stari grki so dolgo ¢asa menili, da lahko vse razdalje natan¢no izrazimo z racional-
nimi stevili. Ze kmalu po obdobju Pitagore (okrog 5 stoletij pred nasim Stetjem)
pa so ugotovili, da dolzina diagonale kvadrata s stranico 1 ne more biti racionalno
stevilo. Dolzina diagonale je namre¢ /2 in, Ge bi bilo to racionalno stevilo, bi ga
lahko izrazili kot okrajsani ulomek

va-2
q

kjer bi bili p in g tuji naravni stevili. Od tod bi potem dobili p? = 2¢?, iz ¢esar bi
sledilo, da mora biti p sodo $tevilo, saj je kvadrat lihega §tivala lih, p? pa sodo (ker
je enako 2¢?). Torej je p = 2p; za kako naravno $tevilo p;. Ko vstavimo to v enakost
p? = 2¢%, dobimo 4p? = 2¢?, torej ¢> = 2p?. Od tod enak sklep pove, da mora biti
q sodo stevilo. Toda potem imata p in ¢ skupni delitelj 2, kar je protislovje, saj smo
vzeli, da sta p in ¢ tuji Stevili. Dolzina diagonale kvadrata s stranico 1 torej ne more
biti racionalno §tevilo, zato za natancno predstavljanje dolzin racionalna Stevila ne
zadoscajo. Vpeljati moramo vecjo mnozico Stevil, namre¢ mnozico realnih stevil R.

Realna stevila si lahko zamisljamo kot toc¢ke na premici, na kateri sedijo v enako-
mernih razmikih ene enote vsa cela stevila 0,1, —1,2, —2, ..., pri ¢emer so pozitivna
desno, negativna pa levo od 0. Med njimi so v primernih razmikih vsa racionalna
stevila; npr. 1/2 je totno na sredini med 0 in 1, 1/3 je na tretjini razdalje med 0 in
1 itd. Ko smo tako na premico razporedili vsa racionalna Stevila, pa s tem nismo
zasedli vseh tock na premici. Npr. tocke, ki je od 0 oddaljena /2, nismo zasedli,
ker /2 ni racionalno stevilo. Nezasedene tocke ustrezajo iracionalnim Stevilom.
Mnozico vseh racionalnih stevil ozna¢imo s Q; njen komplement v R pa z R\ Q.
Obe mnozici, Q in R\ Q, sta neskon¢ni, vendar se izkaze, da ima R\ Q vseeno mnogo
veC elementov. QQ vsebuje kot svojo podmnozico mnozico Z vseh celih stevil, le ta
pa mnozico N vseh naravnih stevil. Ceprav se zdi nenavadno, celih §tevil ni ve¢ kot
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SLIKA 1. Realna os

naravnih, saj jih lahko razporedimo v pare z naravnimi Stevili na naslednji nacin:
(0,0), (1,1), (-1,2), (2,3), (=2,4), (-3,5), (3,6).... Tudi racionalnih stevil
ni ve¢ kot naravnih; dokaz bomo pustili kot nalogo, tukaj bomo pokazali le, kako
lahko pozitivna racionalna Stevila prestejemo (tj. razporedimo v pare z naravnimi).
Najprej napisemo vse pozitivne ulomke v tabelo in sicer tako, da so v prvi vrsti
vsi ulomki z imenovalcem 1, v drugi vrsti vsi ulomki z imenovalcem 2, v tretji vsi
ulomki z imenovalcem 3 itd. Nato te ulomke oStevil¢imo z naravnimi Stevili, kot
nakazujejo puséice (in pri tem lahko izpuscéamo tiste ulomke, ki so bili na vrsti ze
prej).

1 = 2 3 — 4 5 =
v e e / e
1 2 3 4 5
2 2 2 2 2
+ v / Ve S
1 2 3 4 5
3 3 3 3 3
e / v / v
1 2 3 4 5
4 4 4 4 4
+ e / e /
1 2 3 4 5
5 5 5 5 5

v /! v /! Ve

Vsak pozitiven ulomek je napisan nekje v tej tabeli. Ko tabelo razvijemo v ravno
¢rto, kot nakazujejo puscice, dobimo vse te ulomke zapisane v eno samo zaporedje,
zato jih ne more biti ve¢ kot naravnih Stevil.

Iz nacina, kako izra¢unamo decimalni zapis ulomka p/q, in dejstva, da je pri
deljenju s ¢ moznih le konéno mnogo razliénih ostankov, sledi (kot je znano iz
srednje 3ole), da se v decimalnem zapisu ulomka od nekje naprej neka skupina
cifer ponavlja. Tudi obratno je res: ¢e se v decimalnem zapisu od nekega mesta
naprej kaka skupina cifer ponavlja, predstavlja ta zapis racionalno stevilo. Namesto



splosnega dokaza, si oglejmo konkreten primer, saj je na njegovi podlagi mogoce
zlahka izdelati sploSen dokaz.

Zgled 1.1. Da bi ugotovili, da predstavlja zapis 3.1141414... = 3.1 +0.0141414 . ..
racionalno stevilo, zados¢éa to ugotoviti za zapis 0.0141414.. ., saj je 3.1 = 31/10
racionalno stevilo. Ozna¢imo

x =0.0141414. ..
in pomnozimo to enakost s 100, da dobimo
100x = 1.4141414 ... =14 + «.
Od tod sledi 99z = 1.4 = 14/10, torej je x = 14/990 = 7/495.

Iracionalna Stevila so torej predstavljena s takimi decimalnimi zapisi, da se v
njih nobena skupina cifer ne ponavlja. Od tod lahko sklepamo, da se vseh realnih
Stevil med 0 in 1 ne da vkljuciti v eno samo zaporedje. Predpostavimo namre¢, da
bi se to dalo, in naj bodo

a1 = 0.(11’10,1720,173 ce.y Q2 = 0.a2’1a2’2a2’3 ..., Q3 = 0.(13’1(13’2(13’3, .

decimalni zapisi vseh ¢lenov tega zaporedja. Sedaj pa sestavimo decimalni zapis
0.b1babs . .. takole: by izberimo tako, da bo by # a1 in potem b # a1 (ne glede
na to, kaj bodo ostale decimalke bg, b3 ...); nato izberimo bs tako da bo by # ag 2
in b # ag; bz izberimo razlicen od as3.... Na ta nacin dobimo realno Stevilo b,
ki se razlikuje od vseh a; v nasem zaporedju. Dodamo ga sicer lahko naSemu
zaporedju, toda potem lahko po istem postopku sestavimo novo Stevilo, ki ga ne
bo v zaporedju. Zato nobeno zaporedje ne more vsebovati vseh realnih stevil.

Kljuéne lastnosti mnozice realnih stevil so zajete v nekaj aksiomih (ki jih tukaj
ne bomo nasteli), iz katerih izpeljujemo vse druge lastnosti. Ti aksiomi govorijo o
lastnostih racunskih operacij sestevanja in mnozenja (kot so asociativnost, komuta-
tivnost, distributivnost), lastnostih relacije “manjsi”, oznacene kot <, ter povezavi
med operacijama in relacijo. Vse te lastnosti so dobro znane iz srednje Sole. Na-
vedli bomo le enega od aksiomov, ki bo klju¢en za naso nadajnjo obravnavo, in po
katerem se mnozica R bistveno razlikuje od svoje podmnozice Q.

Definicija 1.2. Podmnozica S v R je navzgor omejena, ¢e obstaja tak M € R, da
je
<M VzxeSb.

(Pri tem znak V pomeni “za vsak”.) Vsak tak M imenujemo zgornja meja mnozice
S. Najmanjso med zgornjimi mejami imenujemo natanéna zgornja meja ali supre-
mum in oznacimo kot sup S.

Podmnozica S C R je navzdol omejena, ¢e obstaja tak m € R, da je

4

z>m Yz €8.

Vsak tak m imenujemo spodnja meja mnozice S. Najvec¢jo med spodnjimi mejami
imenujemo natancéna spodnja meja ali infimum in oznac¢imo kot inf .S.
Mnozica S je omejena, e je omejena navzgor in navzdol.



Zgled 1.3. Mnozica naravnih stevil N na primer je navzdol omejena, inf N = 0,
navzgor pa ni omejena. Vsak interval S = (a,b) je omejena mnozica in sicer je
inf S = a in sup S = b. Opazimo, da tukaj inf S ¢ S insupS ¢ S.

Tudi vsak zaprt interval [a, b] je omejena mnozica in spet je inf S = a ter sup S =
b, le da sta tokrat infimum in supremum elementa mnozice S.

Poltraki, so omejeni le z ene strani.

Absolutna vrednost realnega Stevila z je definirana z

| = x, cCeljex >0;
T —=z, c¢ejex<O.

Naloge. 1. Za dano mnozico S C R ozna¢imo —S = {—z : = € S}. (=S je
torej zrcalna slika mnozice S glede na toc¢ko 0.) Pokazite, da je S navzgor omejena
natanko tedaj, ko je —S navzdol omejena in da velja inf(—S) = —sup S. Prav tako
pokazite, da je S navzdol omejena natanko tedaj, ko je —S navzgor omejena in
sup(—S) = —inf S.

2. Za podmnozico S v R naj bo S = {|z| : = € S}. Pokazite, da je S omejena
natanko tedaj, ko je S navzgor omejena.

3. Pokazite (tako da obravnavate vse moznosti predznakov Stevil a in b), da je
|ab] = |a||b| in |a + b| < |a| + |b| za poljubni realni stevili @ in b.

Kljucen je naslednji aksiom o polnosti, imenovan tudi aksiom o kontinuumu.

Aksiom o kontinuumu. Za vsako neprazno navzgor omejeno podmnozico S v
R obstaja v R njen supremum.

Ta aksiom postane evidenten, ¢e si predstavljamo realna Stevila kot tocke na
premici, saj je premica neprekinjena (je kontinuum), nima lukenj. Tak aksiom
ne velja v Q; nima namre¢ vsaka neprazna navzgor omejena podmnozica S v Q
supremuma, v Q.

Zgled 1.4. Naj bo
S={reQ:0<z<V2}

Ta mnoZica je navzgor omejena npr. z 2, njen supremum v R je v/2, ki pa ni v Q.
Nobeno stevilo M € QQ ne more biti supremum mnozice S, kajti tak M bi bil zgornja
meja za S tudi v R in zato v/2 < M (saj je v/2 najmanjsa med zgornjimi mejami
za S v R). Ker v/2 ¢ Q, mora biti potem /2 < M. Toda med v/2 in M obstaja
racionalno $tevilo, imenujmo ga r. (Dobimo ga npr. tako, da v decimalnem zapisu
za /2 dovolj pozno decimalko pove¢amo za 1, poznejse decimalke pa nadomestimo
z niclami. Ce smo izbrali dovolj pozno decimalko, smo s tem V2 le tako malo
povecali, da bo dobljeno stevilo §e vedno manjse od M.) Ker je v2 < 7, je r
zgornja meja za S v Q. Ker je r < M, torej M ne more biti najmanjSa zgornja
meja v Q.

Ker lahko z zrcaljenjem mnozice prek 0 spremenimo spodnje meje v zgornje,
velja naslednja trditev, katere dokaz bomo pustili za vajo:

Trditev 1.5. Vsaka neprazna navzdol omejena podmnoZica v R ima infimum v R.



Realna stevila se da konstruirati, brez sklicevanja na premico, njihove lastnosti pa
dokazovati le na podlagi aksiomov. Dokazati je treba na primer tudi obstoj korenov
pozitivnih realnih stevil, tj., da za vsako naravno stevilo n in vsak pozitiven a € R
obstaja tak pozitiven z € R, da je 2" = a. Namesto v sploSnem, bomo to pokazali
v posebnem primeru ¢ = 2 in n = 5; sploSen dokaz je podoben temu, ki ga bomo
navedli v naslednjem zgledu:

Zgled 1.6. Obstaja tako pozitivno realno stevilo M, da je M® = 2.
Za dokaz si oglejmo mnozico
S={zecR:0<z, 2° <2},

ki ni prazna, saj je 1 € S. Ta mnozica je tudi navzgor omejena, npr. z 2, saj so
vsa pozitivna Stevila z, ki zadog¢ajo pogoju z° < 2, manjsa od 2. (Ce je namrec
x> 2, jex® > 32> 2.) Po aksiomu o kontinuumu obstaja M := sup S. Trdimo, da
je M® = 2. V nasprotnem primeru bi bilo namreé bodisi M® < 2 bodisi M?® > 2,
pokazali pa bomo, da obe ti dve moznosti vodita v protislovje.

Ce je M® < 2, potem je, kot bomo videli, tudi (M +¢)® < 2 za kak dovolj majhen
pozitiven . Toda to pomeni, da je M +¢ € S, se pravi M + ¢ < M (ker je M
zgornja meja za S), kar je protislovje, saj je o¢itno M + & > M. Poiskati moramo
torej tak € > 0, da bo (M +¢)® < 2. Tak & bomo poiskali med §tevili, manjsimi od
1, tako, da lahko ocenimo

) )
(M +e)5 = M5 +5M*c+ (2)M3€2+...€5 = M°+¢ <5M4 + <2>M35+ ...+E4)

<M5+6(5M4+ (2)M3+---+1)-
Zadnji izraz bo manjsi od 2, ¢e izberemo ¢ manjsi od
2 — MP°
(5M*+ QM3 +...+1)

Ce pa je M® > 2, potem je tudi (M —€)® > 2 za kak dovolj majhen pozitiven ¢,
ki ga lahko izberemo manjSega od 1, saj velja ocena

5
(M —¢)® = M —5M*? + (2)M352 — et

>M5e<5M4+ (Z>M3+...+1) > 2,
Ce izberemo € manjsi od
M5 —2
(5M*+ (G)M3 +...+1)
Toda iz neenakost (M —€)® > 2 sledi, da je M — & > z za vsak = € S, ¢e izberemo
€ manjsi tudi od M, kot pove naslednji racun, kjer smo oznacili y = M — e:

0<y’—2°=(y—a)y* +y¥r+... +2).

Ker so namreé¢ v zadnjem oklepaju sami pozitivni ¢leni, iz te neenakosti sledi (ko
jo delimo z izrazom v oklepaju), da je 0 < y — x, torej res y > x. To pove, da je y



zgornaj meja mnozice S. Toda y = M —e < M, kar je v protislovju s tem, da je
M najmanjsa med zgornjimi mejami za S.

Naloge. 1. Dokazite, da vsak (Se tako kratek) odprt interval vsebuje kako
racionalno stevilo.

2. (i) Dokazite, da za vsako naravno Stevilo ¢ > 1 in vsako realno stevilo x
obstaja tako celo stevilo p, da je |x — §| <1

(ii)* Dokazite, da za vsak x € R in vsak pozitiven £ obstaja tak ulomek p/q
(p.g€Z), daje |z — L] < £

3.* Dokazite, da za vsako pokritje zaprtega intervala [a,b] z odprtimi intervali
(aj,b;) (torej [a,b] C U;(aj ,b;), kjer je intervalov neskonéno mnogo), obstaja med
temi intervali konéno mnogo takih, da njihova unija vsebuje [a,b]. (Navodilo: Opa-
zujte mnozico vseh tistih ¢ € [a,b], za katere je mogoce interval [a,c] pokriti s
konéno mnogo intervali (a;,b;) in uporabite aksiom o kontinuumu.)

2. KOMPLEKSNA STEVILA

Toc¢ka T' v ravnini je dolo¢ena z dvema koordinatama oziroma z vektorjem, ki se
zacne v koordinatnem izhodiséu 0 in konéa v T. Ker vektor 07 in tocka dasta isto
informacijo, ju v pogovoru ni nujno razlikovati. Tako bomo pisali kar 0T = (z,y),
kjer sta x in y koordinati tocke T'. Da nam ne bo treba pisati pusc¢ic, bomo v tem
razdelku vektorje raje oznacevali z grski ¢rkami. Vektorje lahko sestevamo, kot je
znano ze iz srednje Sole:

(2.1) ¢eje a=(a,b) in B =(c,d), je a+p=(a+cb+d).

Vektor, ki se konca v tocki 1 na abscisni osi (zaéne pa v izhodis¢u, kot vsi vektorji
v tem razdelku), bomo oznagdili kar z 1. S tem smo torej izenacili v oznakah 1 in
par (1,0). Vektor (0,1), ki se kon¢a v tocki 1 na ordinatni osi, pa bomo imenovali
i. Vsak vektor a = (a, b) potem lahko razstavimo kot

a=a+ bi.

Ali je mozno te ravninske vektorje mnoziti med seboj na tak nacin, da veljajo pri
racunanju z njimi obicajne lastnosti? Pri tem imamo v mislih, da veljajo asocia-
tivnost, komutativnost in distributivnost ter da je mogoce deliti z vsaki vektorjem
a, razlicnim od 0. Nadalje bi Zeleli, da je i®> = —1, kjer je i® = ii.

Zadnjo lastnost Zzelimo zato, ker v realnih §tevilih enacba 22 = —1 ni resljiva,
saj kvadrat realnega stevila ni nikoli negativen (tudi, ¢e je Stevilo samo negativno).
Tako enacbo pa je pomembno znati resiti, saj nastopajo koreni iz negativnih realnih
§tevil pri redevanju enaéb visjih stopenj. Npr. funkcija y = 23 +ax? 4+ bx +c, kjer so
a, b in ¢ fiksna realnastevila, je za zelo velike pozitivne x pozitivna (ker prevlada ¢len
23, za po absolutni vrednosti velike negativne z pa je negativna. Ker je njen graf
nepretrgana krivulja, mora nekje sekati abscisno os, kar pomeni, da ima enacba
2% + azx? + bxr + ¢ = 0 vsaj eno reditev € R. Toda izkaze se, da v formuli
za reSitev take enacbe lahko nastopajo koreni negativnih realnih Stevil, ¢eprav je
konéen rezultat realno stevilo.



Od vektorja i torej pricakujemo, da bo igral vlogo v/—1. Ker zelimo ohraniti
obicajne lastnosti racunskih operacij, je edina moznost za produkt dveh vektorjev
a =a+bi in 8 = c+ di naslednja:

aff = (a+ bi)(c+ di) = ac + bei + adi 4 bdi? = ac — bd + (ad + be)i.
Lahko je preveriti, da ima mnozenje, definirano s tem predpisom, torej
(2.2) aff = ac — bd + (ad + be)i,

obi¢ajne lastnosti: je komutativno (tj. Sa = af), asociativno (tj. (af8)y = a(87)
in distributivno glede na sestevanje (tj. (a4 )y = af + a7y). Ravninske vektorje
(oziroma tocke v ravnini) bomo odslej imenovali kar kompleksna stevila, kadar bomo
imeli v mislih, da jih lahko mnozimo po pravilu (2.2). Mnozico vseh kompleksnih
stevil bomo oznacevali z C. Za kompleksno stevilo o = a + bi (kjer je a,b € R)
imenujemo a njegov realni del ali realna komponenta, b pa tmaginarna komponenta,
kar bomo zapisali kot

a=Rea, b=Ima.

Oglejmo si produkt Stevila o = a+ bi s konjugiranim Stevilom @, ki je definirano

kot

a=a—"bi (a,b€R).
Po formuli (2.2) imamo
(2.3) a@ = a® + b = |af?,

kjer smo oznacili z
la| = vV a? + b?

absolutno vrednost kompleksnega stevila . Geometrijsko absolutna vrednost po-
meni dolzino vektorja «, konjugirano Stevilo a pa je zrcalna slika tocke « prek
abscisne osi. Ce je o # 0, je |a| # 0 in enakost (2.3) lahko napisemo kot

]

[al =lal

SLIKA 2. Absolutna vrednost in konjugirano stevilo



kar pomeni, da je
o«
el
inverz kompleksnega Stevila a. To pove, kako delimo kompleksna Stevila:

B _ ., 4 &

— = D = .
a =P =P

«

Zgled 2.1.

2—-3i  (2—30)(3—4i) —6-—1Ti
3+4i 3%2+42 25
Naloga. Pokazite, da je
1 1
Rea = 5(044—6) in b= Z(a—a).

Kompleksno stevilo & = a + bi # 0 je popolnoma doloéeno s svojo absolutno
vrednostjo in kotom arg «, ki ga vektor a oklepa s pozitivnim poltrakom osi x. Ta

SLIKA 3. Argument kompleksnega Stevila

kot imenujemo argument Stevila o in ga bomo krajse oznacevali s ¢, 1, .... Njegove
vrednosti so v intervalu [0, 27). O¢itno je

Rea = |ajcosy in Ima = |afsingp,
torej
a = |a]cos @ + i|a|sinp = |a|(cos ¢ + isin p).
Definicija 2.2. Zapis
(2.4) a = |al(cos ¢ + isin @)
imenujemo polarni zapis kompleksnega Stevila a.

Opazimo, da ima pri tem Stevilo cos ¢+ sin ¢ vedno absolutno vrednost 1, saj je
cos? p +sin? ¢ = 1. Kompleksna stevila z absolutno vrednostjo 1 lezijo v razdalji 1
od izhodisca in tako tvorijo kroznico s srediS¢em 0 in polmerome 1, ki jo imenujemo
enotska kroZnica in ozna¢imo s T (ali pa z St).
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Iz polarnega zapisa je lazje razbrati, kaj se geometrijsko zgodi, ko pomnozimo dve
kompleksni stevili. Ce sta namre¢ a = |a|(cosp +ising) in 8 = |5|(cos ) +isin))
polarna zapisa, imamo

af = |a||B|(cos ¢ + isin p)(cos + isin )
= |a||B](cos ¢ costp — sin @ sin 1 + i(cos psiny + sin p cosY)),
torej po adicijskih formulah za funkciji sinus in kosinus,
(2.5) af = |af|B](cos(p + ¢) + isin(p + ).
To je polarni zapis produkta, od koder vidimo, da je
laB| = |a]|8] in arg(af) =arga +arg mod 27.

Ce uporabimo formulo (2.5) v primeru 3 = a, dobimo

o? = |a|*(cos 2¢ + isin 2¢p).
Ce jo nato uporabimo za « in § = a?, dobimo a® = |a|*(cos3p + isin3p). Z
indukcijo lahko na ta nacin dokazemo, da je
(2.6) a™ = |a|"(cos np + isinnp)

za vsako naravno stevilo n. To formulo imenujemo Moivrejeva formula. Pokazmo,
da velja tudi za —1 namesto n, ée je o # 0. Pokazati Zelimo torej, da je a~! =
|a) =1 (cos(—¢) +i sin —¢p), kar pomeni, da se moramo prepricati, ali je produkt stevil
|| (cos o + i sin @) in |a| 71 (cos(—¢) + isin(—¢)) res enak 1. Toda to sledi takoj z
uporabo formule (2.5).

Negativno celo §tevilo m lahko izrazimo kot m = —n, kjer je n € N. Potem je
a™ = (a~1)" (kjer smo privzeli, da je a # 0), zato po Moivrovi formuli za n in za
-1

a™ = [la] ! (cos(—p) +isin(—p))]" = |a| 7" (cos(—ny) + isin(—ngp))
= |a|™(cos myp + isinmep).
S tem smo pokazali, da velja Moivrova formula tudi za negativna cela stevila.

2.1. Kako pa je z obstojem korenov? Za kompleksno stevilo a # 0 in naravno

Stevilo n is¢emo tak 8 € C, da bo 8™ = a. Ko napiSemo « in (neznani) § v polarni

obliki, @ = |a|(cos ¢ + isin) in 5 = |B|(cost) + isinp), sledi po Moivrovi formuli
|8]" (cosnip + i sinnip) = |a(cos ¢ + isin ).

Absolutni vrednosti na levi in desni strani te enakosti se morata ujemati, torej

|B]™ = |a in zato
16l = Vlal.

Argumenta pa se lahko razlikujeta za celi veckratnik kota 27, saj imata dva kota
isti cosinus in isti sinus natanko tedaj, ko je njuna razlika k27 za kak k € Z. Torej
jeny =@+ k2w (k € Z), se pravi

2
b= 11" kez
n n

Pri tem zadosca, da k tece le po naravnih Stevilih od 0 do n — 1, saj npr. kot
n%’r = 27 da isto tocko kot 0. V splosnem dva kota £ + k:%" in £ 4 527“ pripeljeta
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do istega rezultata natanko tedaj, ko je njuna razlika cel mnogokratnik od 2, torej
% celo stevilo, kar pomeni, da imata k in £ enak ostanek pri deljenju z n. Tako
dobimo torej natanko n razli¢cnih n-tih korenov stevila a # 0:

2 2
V|l (cos((p + k—ﬁ) +z'sin(£ + k:ﬂ-)) , k=0,...,n—1.
n n n

n
V posebnem primeru, ko je a« =1 = cos0 + ¢ sin 0 dobimo tako n-te korene enote:

W2

2m
isin(k—), k=0,...,n—1.
cos( - ) + @ sin( - ), RN

Ce oznacimo
2r . . 2m
W = CcOS — + 181N —,
n n
lahko po Moivrovi formuli vse n-te korene enote napisemo kot

1, w, w? =l

, W, gee oW

Ker so vsi n-ti koreni enote potence stevila w, imenujemo w primitivni n-ti koren
enote.

aly

SLIKA 4. Peti koreni enote

Naloga. Za katere k je w® tudi primitivni n-ti koren enote (se pravi, da se da
vsak w™ (m € N) izraziti kot (w*)® za kak s € N)?

Zgled 2.3. Primitivni tretji koren enote je

27r+‘, s i
w=c08S— +isin— = ——+1
3 3 2

EYs

2 _ o iqin 4T — _
= COS 3 +251n3 =

Tretji koreni enote so torej 1, w in w

Naloge. 1. Izracunajte cetrte in pete korene enote.
2. Izracunajte 1 +w + w? 4+ ... + w™ 1, kjer je w # 1 n-ti koren enote.
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3. Ker je ena stranica trikotnika manjsa ali enaka vsoti drugih dveh, za normo
vektorjev velja trikotniska neenakost:

(2.7) la+ 8] < ol + 18]

Dokazite to neenakost racunsko. Kdaj velja enakost?
4. Sklepajte iz neenakosti (2.7), da velja

18] = |l < |8 —al.
(Namig: dokazati zadosca, da je |8] — |a| < |8 — «, saj lahko potem zamenjamo
med seboj « in B. Oznacimo v =  — a. Potem je treba dokazati le Se, da velja
v+ al = Ja] < 1)
Koreni enote so resitve enacbe oblike z” —1 = 0. Osnovni izrek algebre pove, da
ima tudi splo$nejsa enacba

V12V N ozt ap =0,

kjer so a; poljubna kompleksna stevila, vsaj eno resitev v C. (Od tod potem
hitro sledi, da ima n resitev, ¢e Stejemo vsako nic¢lo polinoma v skladu z njeno
munogokratnostjo.) Tega izreka pa ne bomo dokazovali na tem mestu, saj je dokaz
mnogo lazji, ¢e uporabimo kompleksno analizo, ki jo bomo spoznali Sele kasneje.

3. ZAPOREDJA REALNIH STEVIL
Ko govorimo o zaporedjih realnih §tevil, mislimo na nesko¢na zaporedja
(3.1) 1,02, .. Onye ..

kjer so vsi ¢leni a, realna Stevila. Pri tem je pomemben vrstni red ¢lenov, zato
zaporedje (3.1) ni isto kot mnozica {a1,as,...,an,...} Pa¢ pa imamo zaporedje
lahko za funkcijo a : N\ {0} — R, saj bi lahko ¢lene oznacili kot a(n) namesto a,,.
Na kratko bomo zaporedje (3.1) zapisali kar kot (a,).

Definicija 3.1. Zaporedje (a,) je nara$cajoce, ¢e je an < ani1 zavsen =1,2,....
Ce velja pri tem stroga neenakost (torej a, < anp41 za vse m), pravimo, da je
zaporedje strogo marascajoce.

Zaporedje (a,) je padajoce, e je an > any1 za vse n = 1,2, . ... Ce pri tem velja
stroga neenakost >, imenujemo zaporedje strogo padajoce. Zaporedje je (strogo)
monotono, ¢e je (strogo) narascajoce ali pa (strogo) padajoce.

Zaporedje (a,) je (navzgor, navzdol) omejeno, ¢e je taka mnozica {a1,as,...}.
Najmanjso med zgornjimi mejami navzgor omejenega zaporedja (a,) (imenovano
supremum), bomo oznacili kot

sup(an).
Najvec¢jo med spodnjimi mejami navzdol omejenega zaporedja (a,) (infimum) pa
kot

inf(ay).

Zgled 3.2. (i) Zaporedje 1,2,3,...,n,... je omejeno navzdol, ne pa navzgor, nje-
gova natanc¢na spodnja meja je 1. To zaporedje je strogo naraScajoce.
(i) Zaporedje 1, %, ce %, ... je padajoce in omejeno. Njegova natancna zgornja

meja 1 je ¢len zaporedja, njegova natancna spodja meja je 0 in ni ¢len zaporedja.
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(iii) Zaporedje ¢,c,c...,c,..., ki ima vse ¢lene enake, imenujemo konstantno
zaporedje. To zaporedje je hkrati padajoce in narascajoce, a ni strogo monotono.
Seveda je omejeno.

(iv) Primer omejenega zaporedja, ki ni niti narascajoce niti padajoce je

1 11 1
T2 273 3T

Posebna vrsta zaporedij so konvergentna zaporedja, to je taka, ki se priblizujejo

kakemu stevilu, imenovanemu limita.

1

Definicija 3.3. Zaporedje (a,,) konvergira proti limiti a, ¢e je za vsak € > 0 zunaj
intervala (a —e,a+¢) le konéno mnogo ¢lenov a,,. Dejstvo, da je a limita zaporedja
(an) bomo napisali kot

a= lim a,.
n—oo

Zaporedje, ki konvergira proti limiti, imenujemo konvergentno. Zaporedje, ki ni
konvergentno, imenujemo divergentno.

Zaporedje ima lahko najve¢ eno limito. Ce sta namre¢ a in b razlicni stevili,
recimo a < b, lahko najdemo tak € > 0, da sta intervala (a —e,a+¢) in (b—e,b+¢)
disjunktna (to bo res, e izberemo ¢ manjsi ali enak 1(b— a)). Potem gotovo ne
more biti zunaj obeh intervalov le konéno mnogo ¢lenov neskonénega zaporedja,
saj so vsi tisti ¢leni, ki so zunaj prvega intervala, vsebovani v drugem intervalu in
obratno.

Pogoj, da je zunaj intervala (a — &,a + €) le konéno mnogo ¢lenov, pomeni, da
so od nekega ¢lena dalje, vsi ¢leni vsebovani v intervalu (namre¢ od tistega ¢lena
dalje, ki je naslednji za zadnjim ¢lenom zunaj intervala). To, da je kak élen a,, v
intervalu (a — ¢,a + €) pa pomeni, da je |a, — a| < . Zato lahko definicijo limite
povemo tudi takole:

Zaporedje (ay) konvergira proti a natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja tako
naravno Stevilo n(e), da velja

(3.2) n>n(e) = |a, —al| <e.

Pri tem smo z zapisom n(e) naznagcili, da je naravno stevilo, za katero je izpolnjen
pogoj (3.2), odvisno od . Ce namre¢ izberemo manjsi €, se bodo v splotnem le
kasnejsi ¢leni zaporedja razlikovali od a po absolutni vrednosti za manj kot ¢.

Zgled 3.4. Cleni zaporedja
1 3 n
57371".'77,1/7_’_17.'.
se priblizujejo k 1, zato je lim,,_,~ nLH = 1. Poglejmo, kaj je v tem primeru n(e)
za dani ¢ > 0. Pogoj |a, — a| < € se tukaj glasi
n
|n +1

I Do

-1l <e,

kar lahko poenostavimo v
1

n+1

<e.
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Ta neenakost je ekvivalentna z n > 1 — 1. Torej lahko vzamemo za n(e) katerokoli
naravno Stevilo, ki je vecje od % —1.

Trditev 3.5. Vsako konvergentno zaporedje je omejeno.

Dokaz. Najbo a = lim,,_,~ a,. Ker je zunaj intervala (a—1,a+1) le konéno mnogo
¢lenov a,,, obstaja med njimi najvecji. Ce je ta clen vecji ali enak a + 1, je zgornja
meja zaporedja, sicer pa je zgornja meja a+ 1. S tem smo pokazali, da je zaporedje
navzgor omejeno. Na enak nacin pokazemo, da je omejeno tudi navzdol. [

Obrat prejsnje trditve ne velja, ni namre¢ vsako omejeno zaporedje konvergentno.
Zgled 3.6. Zaporedje 1,0,1,0,1,0,... je o¢itno omejeno, a ni konvergentno.

Vsota, razlika, produkt in kvocient zaporedij so definirani kot

(an) + (bn) = (an + bn)’ (an) - (bn) = (a” - bn)’ (an)(bn) - ((lnbn), (an) - (27:)’

kjer moramo pri definiciji kvocienta privzeti, da je b, # 0 za vsak n. Ce se Eleni
zaporedij a, in b, priblizujejo Steviloma a in b, potem se seveda a,, + b, blizajo k
a £ b, apb, pa k ab. Kot vajo iz uporabe kriterija (3.2) za limito, bomo to sedaj
dokazali naslednjo trditev.

Trditev 3.7. Bodita (a,,) in (by,) konvergentni zaporedji z limitama a in b. Potem
konvergirajo tudi zaporedja (a, £+ by,) in (anby,) in velja

lim (a, £b,) =a=+b in lim a,b, = abd.
n— oo n— oo

Ce je pri tem b # 0 (in seveda b, # 0), konvergira tudi zaporedje (‘g—n‘) in velja

Dokaz. Najboe > 0 poljuben. Obravnavajmo najprej vsoto zaporedij. Po kriteriju
(3.2) moramo dokazati, da za vse dovolj velike n velja |(a, + b,) — (a +b)| <e. V
ta namen bomo zapisali

(3.3) [(an +bn) = (a+b)| = [(an — a) + (bn — )| < |an — af 4 [bn — b,
Ker zaporedje (a,,) konvergira proti a, zaporedje (b,,) pa proti b, za vse dovolj pozne
¢lene velja
€ €
—al< = in |b, —b] < <.
lan — al 9 in b, ‘ 9
Recimo, da prva od teh neenakosti velja za vse n > ny, druga pa za n > ny. Potem
obe veljata za n > m := max{ni,na} in za n > m sledi iz (3.3), da je
<
2

Po kriteriju (3.2) od tod sledi, da je a +b = lim,,_,(a, + by,). Dokaz, da zaporedje
(an — by) konvergira proti a — b, je tako podoben pravkar navedenemu dokazu za
vsoto, da ga bomo pustili za vajo.

(@n + bn) — (a +b)| <§+ —e.
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Lotimo se sedaj produkta. Pokazati moramo, da je za vse dovolj velike n razlika
|anby, — ab| pod €. V ta namen jo najprej ocenimo kot

(3.4) |anb, — abl = [(an — a)by, + a(by, — b)| < |an — allby| + |a||bn — b].

Ker zaporedje (b,,) konvergira proti b, za dovolj velike n, recimo za n > na, velja
€

3.5 b, — b .

(3:5) | < 2|al +1

(V imenovalcu na desni smo dodali 1 le zaradi moznosti, da je a = 0.) Ker je
zaporedje (by,) omejeno (saj je konvergentno), obstaja tak M € R, da je |b,| < M
za vse n. Tedaj je |a, — al|b,| < |a, —a|M. Ker zaporedje (a,) konvergira proti a,

je za vse dovolj velike n, recimo za n > n1, |a, — a| < 557, torej

(3.6) lan — al|bn] < g
Iz (3.4), (3.5) in (3.6) sedaj sledi za vse n > max{ni,na}
€ elal e €
by — ab| < < <Z4+s-=ec
|anbn, a|<2+2|a|+1_2+2 €

Po kriteriju (3.2) to pomeni, da zaporedje (ab,) konvergira proti ab.
Konéno obravnavajmo Se kvocient:

anb — aby, |(an —a)b+a(b—by)| _ |an —a |al
3.7 —_—— = = S +
B0 g, 3= 5| BE ol Il

Po predpostavki je b # 0. Ker zaporedje (b,,) konvergira k b, je za vse dovolj velike
n, recimo za n > na,

(3.8) b, — b| <

an @

|b,, —DI.

€
4lal +1

b

in hkrati b, tako blizu b, da je |b,| > %l (kar je res, ¢e je |b, — b < %l) Tedaj je
B < 7y iz (3.7) in (3.8) sledi

an @ la, — al |al lan, —a| €
3.9 In Gy ogltn =0l 91Uy pi < =
(3.9) 5, "B <2 PRl <2 g

Ker zaporedje (a,) konvergira k a, je za vse dovolj velike n, recimo za n > nq,

(3.10) lan — a| < Z|b|.

Za n > max{ny, no} sledi sedaj iz (3.9) in (3.10)
a @ _e e
by b "2 2 7

O

Zgled 3.8. Ce zaporedje (b,) konvergira proti 0, potem zaporedje (%) ni nujno
konvergentno niti v primeru, ko je (a,) konstantno zaporedje 1,1,1,.... Za zgled
lahko vzamemo npr. b, = (—1)”%. Zaporedje i ima v tem primeru clene
—1,2,-3,4, -5, ..., ki ni omejeno, in ne bi konvergiralo niti, ¢e bi dopuscali tudi
neskonéne vrednosti limit.
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Zgled 3.9. (i) Izracunajmo

2n —1 —
L@ Dt ) -2)
n—oo n3 + 1
Ko stevec in imenovalec ulomka delimo z najvisjo potenco od n, ki nastopa v izrazu,
tj. z n>, dobimo
L e-hardHa-2)
lim

=2.

(ii) Tudi v izrazu
3n+1 + 5n+1
lim ———
n—oo 3" — hn
najprej delimo §tevec in imenovalec z najvecjim élenom 5”1 nakar dobimo
(Bt +1 1 5
13\ _ 1 =1 9
oo g (5" -5 B
(iii) V izrazu
o 1+22 4+ n?
lim 3
n— oo n
je z veCanjem n-ja v Stevcu Cedalje vec ¢lenov, zato tukaj ne moremo uporabiti
pravila za limito vsote zaporedij. Pa¢ pa se moramo spomniti na srednjesolsko

formulo 1+ 2% + ... +n? = tn(n+1)(2n + 1). Tako dobimo

b ) | G Y %(1+1)(2+1)=%.
n

n—oo 6 n3 n— 00 n

li_>m (Vn?2+n—n)

gresta oba ¢lena, vn? + n in n, proti oo, ko gre n proti oo. Za izracun te limite

v . vn?2 +n+n .
pomnozimo izraz z =0, da dobimo

(Vn2 +n)? —n? ) n ) 1 1

lim =lm —— = lim —— =

noo VrZtndn o ynlintn moe [yl g 2
n

(iv) V izrazu

Trditev 3.10. Vsako monotono omejeno zaporedje je konvergentno. Njegova limita
je enaka natancéni zgorngji meji, kadar je zaporedje narascajoce, in natancni spodnji
meji, kadar je padajoce.

Dokaz. Trditev bomo dokazali za naraScajoca, navzgor omejena zaporedja, saj
je dokaz za padajoca zaporedja podoben. Naj bo torej (a,) navzgor omejeno,
naraScajoce zaporedje (seveda je omejeno tudi navzdol, s prvim élenom, ker je
naracajoce). Po aksiomu o kontinumu obstaja

M = supa,,.

Trdimo, da je M limita zaporedja (a,,). Ker je M najmanjsa med zgornjimi mejami,
za vsak € > 0 Stevilo M — ¢ ni zgornja meja zaporedja, zato obstaja kak clen a,,, ki
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SLIKA 5. Limita nar§¢ajocega omejenega zaporedja

je vecji od M — e. Ker je zaporedje narascajoce, so potem vsi nadaljnji ¢leni tudi
veCji od M — €, torej velja

n>m—a, > M—c.

Ker je M zgornja meja zaporedja, so vsi ti ¢leni v intervalu (M — e, M] in s tem
tudi v intervalu [M —e, M +¢). Zunaj tega intervala je zato lahko le konéno mnogo
¢lenov, namre¢ kvec¢jemu prvih m — 1 ¢lenov. [

Zgled 3.11. Geometrijsko zaporedje (¢™), kjer je ¢ konstanta.
Ce je q > 1, lahko izrazimo ¢ = 1 + a, kjer je a > 0, in potem

n
2

Od tod sledi, da je tedaj zaporedje (¢™) navzgor neomejeno, ker to velja za zaporedje
(na).

Ce je ¢ =1 ali pa g = 0, je zaporedje (¢"™) konstantno.

Ce pa je ¢ € (0,1), oznacimo p = 1/q, tako da je ¢" = 1/p™. Ker je p > 1, gre
p™ proti oo, ko gre n proti oo, zato gre 1/p™ proti 0. Torej je tedaj zaporedje (¢™)
konvergentno proti 0.

q”:(l—i—a)”:l—i—na—i—( )a2+...>na.
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Ce je g € (—1,0), potem je |¢| € (0,1). Iz dejstva, da zaporedje (|¢|™) konvergira
proti 0 in ker je ¢" = =£|q|", sledi, da mora tudi zaporedje (¢™) konvergirati proti
0.

Ce je ¢ = —1, se zaporedje (¢™) glasi —1,1,—1,1,.... Torej je tedaj omejeno, a
ni konvergentno.

Ce je ¢ < —1, pa je |q| > 1, zato zaporedje (|¢|") neomejeno navzgor. Ker je
q" = £|q|™, je tedaj tudi zaporedje (¢") neomejeno (navzgor in navzdol).

Zakljucek je torej naslednji:

Geometrijsko zaporedje (q") je konvergentno natanko tedaj, ko je ¢ € (—1,1].
Tedaj je njegova limita enaka 0, kadar je ¢ € (—=1,1); in enaka 1, kadar je g = 1.

Zgled 3.12. Oglejmo si zaporedje ({/a), kjer je a fiksno pozitivno realno Stevilo,
razli¢no od 1.

Ce je a > 1 je to zaporedje strogo padajoce. Za dokaz, moramo pokazati, da je
"t/a < {/a oziroma, ekvivalentno, a” < a™*!, kar takoj sledi iz a > 1. Ker je to
zaporedje tudi navzdol omejeno (namreé¢ z 1), mora biti konvergentno po prejsnji
trditvi. Pokazimo, da je inf ¢/a = 1 in zato tudi lim,_,+ {/a = 1. Predpostavimo
nasprotno, da bi obstajala kaka spodnja meja m > 1 tega zaporedja. Potem bi bilo
Ya > m za vse n, tore] a > m™ za vse n. Toda, ker je zaporedje (m"™) navzgor
neomejeno po prejsnjem zgledu (saj je m > 1), bi bilo to protislovje.

Ce je a € (0,1), lahko izrazimo a = 1/b, kjer je b > 1. Ker je zaporedje (/D)
padajoce proti 1 (kot smo ugotovili v prejénjem odstavku) in /a = 1/3/b, je
zaporedje ({/a) narascajoce proti 1.

Tako smo ugotovili, da je lim,, .o, /a = 1 za vsak a > 0.

Zgled 3.13. Eulerjevo stevilo e. Trdimo, da je zaporedje, s splosnim ¢lenom
1
n — 1 - n7
an = (14 )

strogo narascajocCe in navzgor omejeno. Za dokaz bomo najprej razvili splosni ¢len
po binomski formuli:

14 1+ n 1Jr n n\ 1 n n n\ 1
ay, = n— — 4+ ... — ... —
n 2 ) n? k) nk n)nn

Inn—1 lnn-—1 n—k+1 lnn-—1 n—n-+1
=24 - .= +ot ==
2ln n E'n n n nln n n
(3.11)
1 1 1 1 2 k-1 1 1 n—1
=24 —(1— ). +—=(1-) A=) (I =)+ — (1= =) - (1= .
() (1= ) (1= 2) o (=TS (1) )
Ko n povecamo na n + 1, se tudi stevilo ¢lenov poveca za 1, tako da je
An41 =
1 1 1 1 k—1 1 1 n
2t —(1—— )t —(1————) -+ (1— 1— e (1-
+2!( n+1)+ +k!( n+1) ( n+1)+ +(n+1)!( n+1) ( n+1)
Ko primerjajmo splosni ¢len
1 1 2 k—1

SA=)1=2) (1=

n n n
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v vsoti za a,, s tistim v vsoti za a,41, vidimo, da se poveca, saj je 1 — nil >1-— %
zavse j = 1,...,k — 1. Poleg tega je v vsoti za a,11 en pozitiven ¢len (namreé¢
zadnji) veé¢, zato je o¢itno res an4+1 > a,. S tem smo dokazali, da je zaporedje (ay,)
narascajoce.

Ker so vsi faktorji 1 — % v gornji formuli (3.11) za a,, pod 1, lahko ocenimo

9 1 1 1

Kerjek!:2-3~-~k22-2--~2:2k_1,slediodtod
1 1
tn <2+ttt

Vsota na desni je pod 3 (ker je %—!— 2% + 2,%1 =1- 2,%1 < 1), torej smo dokazali, da
je zaporedje (a, ) navzgor omejeno s 3. Po aksiomu o kontinuumu obstaja supremum
tega zaporedja, ki je po trditvi 3.10 enaka limiti zaporedja. To limito imenujemo
Eulerjevo stevilo in oznacimo z e. Torej

(3.12) e— lim (14 2)".
n

n—oo

Zgled 3.14. S stevilom e so povezane Se mnoge druge popularne limite. Ce npr.
v izrazu (1 + )" nadomestimo n z —n, dobimo

1
n—1

1 n—1 n n—1+1
1— )" = -n _ n __
(- = (e =
nil )n71
(oznaéite npr. n — 1 z m), torej konvergira proti e. Ker (1+ —17) konvergira proti
1, ko gre n proti oo, sledi, da je

=1+ ) H1+ ).

v bistvu zaporedje iz prejsnjega zgleda

n—1 n—1

Pri tem je zaporedje s ¢leni (1 +

. 1,
)=

7 upostevanjem prejsnjega zgleda lahko torej napisemo, da je

1
li 1+ -)"=e.
1m(—|—n) e

n—4oo

n+1 )3n+1_

Naloge. 1. Izracunajte lim, (1 + T

¢len kot

(Navodilo: Napisite splosni

mt Lot s
n?+1

2. Ce zaporedje a, konvergira proti a, dokazite, da tudi zaporedje (bn), kjer je
b, = %(al +as+ ...+ ay,), konvergira proti a.

3. Izrac¢unajte lim, _~ ¥/n.

[(1+

4. STEKALISCA IN CAUCHYEV KRITERIJ

Definicija 4.1. Tocka s € R je stekalisce zaporedja (ay), e je za vsak € > 0 v
intervalu (s — €, s 4+ €) neskon¢tno mnogoclenov a,,.
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Ker je zahteva, da je zunaj intervala le konéno mnogo ¢lenov ostrejsa od zah-
teve, da jih je v intervalu neskonéno mnogo, je limita zaporedja obenem stekalisce.
Obratno pa ni vedno res: zaporedje 1,—1,1, —1,... ima dve stekalis¢i, namre¢ 1 in
—1, nobeno od njiju ne more biti limita.

Naloge. 1. Napisite primere zaporedij, ki imajo natanko 3, 4, 5,... stekalis¢c.

2. Napisite kak zgled zaporedja, ki ima neskonéno mnogo stekalis¢. Kaj pa
primer zaporedja, katerega stekalis¢a so vsa realna stevila?

3. Napisite kak zgled neomejenega zaporedja, ki ima eno stekalisce.

Nima vsako zaporedje stekalis¢a. Npr. zaporedje 1,2,3,...,n,... nima stekalisc.

Izrek 4.2. (Bolzano-Weierstrass) Vsako omejeno zaporedje realnih Stevil ima vsaj
eno stekalisce.

SLIKA 6. Zaporedje vlozenih intervalov

Dokaz. Ker je zaporedje omejeno, so vsi njegovi ¢leni vsebovani v intervalu [m, M],
kjer je m spodnja, M pa zgornja meja zaporedja (a, ). Razpolovimo interval [m, M].
Izberimo tisto polovico, na kateri je neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja (a,). (Ce je
neskon¢no mnogo ¢lenov na obeh polovicah, lahko izberemo katerokoli od njiju.) Ce
smo izbrali levo polovico, ozna¢imo razpolovisée z M7 in pi§imo mq = m; ¢e pa smo
izbrali desno polovico, oznac¢imo razpolovisée z m in pisSimo M; = M. V vsakem
primeru dobimo interval [my, M], ki vsebuje neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja,
je vsebovan v intervalu [m, M] in ima polovi¢no dolzino zacetnega intervala.

Sedaj postopek ponovimo na intervalu [m, M;]. Razdelimo ga torej na dve
polovici in izberemo eno, na kateri je neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja. Ce smo
izbrali levo polovico, oznac¢imo razpolovisée z My in piSimo mo = mq; ¢e pa smo
izbrali desno polovico, oznac¢imo razpolovis¢e z mso in pisimo My = M;. Tako
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spet dobimo interval [mg, Ms], ki vsebuje neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja, je
vsebovan v prejsnjem intervalu [mq, M;] in imal le pol njegove dolzine.
Ko ta postopek nadaljujemo, dobimo zaporedje zaprtih intervalov

[m, M] D [my1, My] D [ma, Ma] D ... D [my, Mi] D ...,

ki vsi vsebujejo neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja (a,), njihove dolzine pa so

My —my, = % in gredo proti 0. Ker je

M, My] D [mpq1, Miy41],

mora veljati mg11 > my in My, < M. Torej je zaporedje levih krajisé (my)
narascajose, in ker je omejeno (npr. z M), je konvergentno proti s := supmg.
Podobno je zaporedje desnih krajisé (My) padajoce in navzdol omejeno (npr.z m),
zato konvergira proti z := inf M. Opazimo, da za I < k velja m; < my < My in
my < My < My, kar pove, da so vsa leva krajis¢a manjsa od vseh desnih. Od tod
sledi, da je s < z, se pravi, da imamo

mp <s<z< My

za vsak k. Od tod sledi z — s < My, — my, in ker gre My — my, proti 0, mora biti
z—s=0, torej z = s.

Trdimo, da je s stekalis¢e zaporedja (a,). Za vsak € > 0 so namre¢ v intervalu
(s — &, 8] vsi dovolj pozni ¢leni zaporedja (my), saj je s njihov supremum. Prav
tako so v intervalu [z, z + €) vsi dovolj pozni ¢leni zaporedja (My), saj je z njihov
infimum. Ker je z = s, sledi od tod, da so v intervalu (s — ¢, s + &) vsi dovolj pozni
¢leni obeh zaporedij, (my) in (My), torej je [my, My] C (s — e,s + €) za kak k.
Ker je v intervalu [mg, My] neskonéno mnogo ¢lenov a,, jih je neskonéno tudi v
intervalu (s —e,s 4 ¢). S tem smo pokazali, da je s stekalis¢e zaporedja (a,). O

Naloga. Dokazite, da je s stekalis¢e zaporedja (a,) natanko tedaj, ko kako
podzaporedje konvergira proti s. (Resitev. Ce je s stekalisce, je v vsakem intervalu
(s — 1.5+ 1) (k=1,2,3,...) neskonéno mnogo ¢lenov ay, torej lahko izberemo
enega, G, € (s— %73 + %) Ker gredo tedaj razlike |a,, — s| proti 0, zaporedje
(an,,) (ki je podzaporedje od (a,)), konvergira proti s.

Za dokaz v obratno smer, naj bo s limita kakega podzaporedja (a,, ) zaporedja
(an). Potem je v vsakem intervalu (s — g,s + ) (kjer je € > 0) neskonéno mnogo
¢lenov zaporedja (ay,,) (saj jih je zunaj intervala le koncno). Ker so vsi ti ¢leni tudi
¢leni celotnega zaporedja (a,, ), je s tem dokazano, da je s stekalisée zaporedja (a,).

Pri konvergentnem zaporedju (a,) z limito a gredo razlike a,,—a,, proti a—a = 0,
ko gresta m in n proti co. Taka zaporedja imenujemo Cauchyeva. Natanc¢neje:

Definicija 4.3. Zaporedje (a,) je Cauchyevo, e za vsak € > 0 obstaja tak n. € N,
da za vsaka naravna m,n iz m > n. in n > n. sledi

lan — am| < €.

Kako v splosnem ugotoviti, ali je dano zaporedje konvergentno, kadar je njegova
limita kako iracionalno Stevilo, ki ga Se nismo srecali? Odgovor podaje naslednji
izrek, ki pravi, da zadoSca ugotoviti, ali je Cauchyevo.
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Izrek 4.4. Zaporedje realnih stevil je konvergentno natanko tedaj, ko je Cauchyevo.

Dokaz. Najboe > 0. Ce je zaporedje (a,) konvergentno, z limito a, potem obstaja
tak n(e) € N, da za vse n > n(e) velja

€
lan, —a| < 5
Ce je torej tudi m > n(e), velja tudi |a,, — a| < 5, in sledi
e €
lan, — am| = |(an —a) + (a — am)| < lan — al + |am — a| <§+§:5.

S tem smo pokazali, da je vsako konvergentno zaporedje (a,) Cauchyevo.

Za dokaz v obratno smer, moramo najprej ugotoviti, da je vsako Cauchyevo
zaporedje (a,) omejeno. Ker je namre¢ zaporedje Cauchyevo, je |a, — am| < 1 za
vse dovolj velike m in n, recimo za vse m,n > ni. Kot poseben primer je torej
|an, — an,| < 1 za vsen > ny, kar pomeni, da je a, € (an, — 1, an, +1), se pravi, da
je izven tega intervala le konéno mnogo ¢lenov. Zaporedje (a,) je zato omejeno.

Naj bo sedaj (a,) poljubno Cauchyevo zaporedje in M € R tak, da je |a,| < M.
(Tukaj smo uporabili ugotovitev prejSnjega odstavka, da so Cauchyeva zaporedja
omejena.) Naj bo s stekalisée zaporedja (a,). Pokazali bomo, da je s dejansko
limita tega zaporedja. Ker je zaporedje Cauchyevo, za vsak € > 0 obstaja tak
neso € N, da za vsaka m,n € N, ki sta vecja ali enaka n. /s, velja

3
4.1 n — Gm —.
(1) an = am| < 5

Ker je s stekalisce zaporedja (ay,), je v intervalu (s — 5,5 + §) neskoncno mnogo
¢lenov ay, torej tudi kak clen a,, z indeksom m > n. /9. Zanj velja |a,, —s| < 5, za
vsak n > n./, pa velja tudi (4.1). Torej za vse n > n./y velja

€
2
To dokazuje, da je s = lim,, o ap. O

€
|an—s|:\(an—am)+(am—s)§|an—am\+|am—s|<§—|— =e.

Kot uporabo zadnjega izreka si oglejmo potence z realnim eksponentom. Naj bo
a > 0. Kaj je a”, kadar je r iracionalno stevilo? Za racionalno stevilo p/q (kjer je
pE€Zin g€ N\ {0}), vemo, da a@ pomeni ¥/aP. Za iracionalno stevilo r pa lahko
izberemo zaporedje racionalnih §tevil r,, ki konvergirajo proti r (npr. zaporedje
decimalnih priblizkov stevila ). Potem lahko definiramo
(4.2) a” = lim a™,
n—oo

Ce pokazemo, da ta limita obstaja. V ta namen zados¢a po prejsnjem izreku dokazati
naslednjo lemo:

Lema 4.5. Zaporedje (a™) je Cauchyevo.
Dokaz. Pokazati moramo, da za vsak £ > 0 velja
(4.3) la"™ —a™| <e

za vse dovolj velike m,n € N. Privzeli bomo, da je a > 1, saj je dokaz v primeru

a < 1 podoben (ali pa si pomagamo z zvezo a” = (1)™"). Ker zaporedje (r,)
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konvergira proti r, je omejeno, torej obstaja tak M € Q, da je a™» < M za vse n.
Zato velja

(4.4) la™ —a™| = a"™|a™ " — 1] < aM (ol — 1),
Ker je limg_,oo ¥/a = 1, lahko izberimo k € N tako, da je
(4.5) la¥ — 1| <ea ™.

Ker je zaporedje (r,) konvergentno (proti r), je Cauchyevo, torej je |r, — 7| < %
za vse dovolj velike m,n in zato po (4.5)

0<alm=rml —1 <% -1 <ea™M.
Od tod in iz (4.4) sedaj sledi
la™ —a™| < aMea™ =¢.
Torej je zaporedje (™) res Cauchyevo. (I

Ali je tako definirana potenca a” odvisna od izbire zaporedja (r), konvergi-
rajocega proti r?
Ce je (sp) kako drugo, proti r konvergirajoce, zaporedje racionalnih stevil, potem
tudi zaporedje
r1,81,72,825.-.3TnySn,---
konvergira proti r. Po ze dokazanem je zaporedje

T1
’

S1 T2

)

52
geeey

Tn Sn

a yeee

a a a a a

konvergentno. Zaporedji (a™) in (a®") sta njegovi podzaporedji, zato imata isto
limito. S tem smo pokazali, da je definicija potence a” neodvisna od izbire zaporedja

racionalnih stevil r,,, konvergirajocih proti r.

5. ZGORNJA IN SPODNJA LIMITA

Malo verjetno je, da bi bilo naklju¢no izbrano zaporedje konvergentno, zato bomo
posplogili pojem limite.

Definicija 5.1. Zgornja limita (ali limes superior) zaporedja (a,,) je definirana kot

00, Ce je zaporedje navzgor neomejeno;
najvecje stekaliSte, ce je zaporedje navzgor omejeno in ima kako
limsup a,, = stekalisce;
—00, ¢e je zaporedje navzgor omejeno in nima
stekalisc.

Opomba 5.2. Ta definicija zahteva pojasnili. (i) Ce je zaporedje (a,) navzgor
omejeno in ima kako stekalisée, potem je tudi mnozica S vseh njegovih stekalisc
navzgor omejena in neprazna, torej obstaja M := sup S. Trdimo, da je M stekaliSce
zaporedja (a,); ocitno je potem M najvecje stekalisce zaporedja (a,). Ker je M
najmanjsa med zgornjimi mejami mnozice S, za vsak ¢ > 0 stevilo M — 5 ni
zornja meja za S, zato obstaja s € SN (M — §, M]. Ker je s stekalisce zaporedja
(an) (saj je s € S), je v intervalu (s — §,s 4 5) neskonéno mnogo clenov a,,.
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£

M—¢ M — 5 M M+e

SLIKA 7. Supremum stekalis¢

Ker je (s — 5,5+ 5) € (M — &, M + ¢), jih je neskon¢no mnogo tudi v intervalu
(M — e, M +¢€). Torej je M res stekalisce zaporedja (ay,).

(ii) Kadar je zaporedje (a,) navzgor omejeno, a nima stekalis¢é, potem ne more
biti navzdol omejeno (saj ze vemo, da ima vsako omejeno zaporedje vsaj eno ste-
kalisce). Prav tako, sme biti na vsakem kon¢nem intervalu [c, d] le konéno mnogo
¢lenov, sicer bi zaporedje imelo vsaj eno stekalisce. Od tod sledi, da je za vsak
¢ € R lahko vecjih od ¢ le konéno mnogo ¢lenov a,,. V tem smislu tedaj zaporedje
(an) konvergira proti —oo.

Trditev 5.3. Naj bo zaporedje (a,) navzgor omejeno in naj ima kako stekalisée
ter oznacimo M = limsup a,,. Potem je M najmanjse tako stevilo c € R, da je za
vsak € > 0 le konc¢no mnogo ¢élenov a,, vecjih od c+ €.

Dokaz. Naj bo Z zgornja meja zaporedja (a,). Ker je M najveje stekalisce za-
poredja (ay), je na intervalu (M + ¢, Z] lahko le konéno mnogo ¢lenov a,,, sicer bi
imelo zaporedje kako stekalisée v intervalu [M + ¢, Z], kar bi nasprotovalo dejstvu,
da je M najvecje stekalisce. Torej je vecjih od M + € le konéno mnogo ¢lenov a,,
(Z je namre¢ njihova zgornja meja).

Naj bo sedaj c € R tak, da je za vsak € > 0 vecjih od ¢ + ¢ le konéno mnogo
¢lenov a,,. Potem so vsa stekalis¢a zaporedja (a,) manjsa ali enaka c. Ce bi bilo
namre¢ kako stekaliSce s vecje od ¢, bi izbrali pozitiven e < #5¢, kar bi zagotovilo,
da je c+ ¢ < s —¢e. Toda v intervalu (s — €,s + ¢) je neskonéno mnogo ¢lenov
zaporedja (a,) (saj je s njegovo stekalisce) in vsi ti ¢leni so veéji od ¢ + €. O

Trditev 5.4. Za dano zaporedje (an,) in vsak n =1,2,3,... oznaéimo
b, = SUP{an, Ap41,An4-2; - - }
Potem je (b,) padajoce zaporedje in

inf b,, = lim sup a,.
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Pri tem definiramo, da je supremum navzgor neomejenega zaporedja enak oo, infi-
mum navzdol neomejenega zaporedja pa —oo.

Dokaz. Ce je zaporedje (an) navzgor neomejeno, potem je b, = co za vsak n, zato
tudi inf b, = oo. Po definiciji je tedaj tudi limsupa, = oo, tako da je v tem
primeru trditev dokazana.

Naj bo sedaj zaporedje (a,) navzgor omejeno in naj nima nobenega stekalisca.
Tedaj je po drugi zgornji opombi za vsak ¢ € R veéjih od ¢ le konéno mnogo ¢lenov
an, torej so od nekje naprej vsi ¢leni manjsi ali enaki ¢, recimo

an, < c zan>m.
Toda potem je tudi
by, = sup{an, Gni1,anta, ...} < c zavsak n > m,

se pravi, da je le kon¢no mnogo ¢lenov b,, ve¢jih od ¢. Ko uporabimo to ugotovitev
na stevilih ¢ = —1,—-2, -3, ..., opazimo, da za vsak n € N obstaja kak ¢len by, , ki je
manjsi od —n, zato je inf b, = —oo. Ker je tukaj po definiciji tudi lim sup a,, = —o0,
spet velja enakost inf b,, = lim sup a,.

Preostane §e moznost, ko je zaporedje (a,) navzgor omejeno in ima kako ste-
kalisée, tako da je po definiciji limsup a, najvecje stekaliSe; imenujmo ga M.
Naj bo € > 0. Ker je v intervalu (M — e, M + ) neskonéno mnogo ¢lenov a,,,

je sup{an, @ni1,an42,...,+ > M —e. Torej je b, > M — e za vsak n in zato
infb, > M — . Ker velja to za vsak € > 0, sledi
inf b, > M.

Privzemimo, da bi bilo ¢ := infb,, > M. (Videli bomo, da to vodi do protislovja.)
Potem je b, > ¢ za vsak n, se pravi

Sup{ana An+1,An+2, An43, - - } Z c> da
kjer je d neko fiksno (poljubno izbrano)stevilo med M in ¢. Od tod sledi, da je
ay, > d za kak k, € {n,n+ 1,n+2,n+3,...}. Torej je na intervalu [d, Z], kjer
je Z zgornja meja zaporedja (a, ), neskonéno mnogo ¢lenov tega zaporedja. Toda
potem je na tem intervalu vsaj eno stekalisce tega zaporedja. To stekalisce je vecje
od M (ker je d > M), kar nasprotuje dejstvu, da je M najvecje stekalisce. O

Spodnja limita ali limes inferior zaporedja (a,,) je definirana podobno kot zgornja
in jo ozna¢imo kot liminf a,. Ker je tukaj ne bomo pogosto uporabljali, se bomo
zadovoljili s pripombo, da je

liminf a,, = —lim sup(—ay,).

Dokaz naslednje trditve bomo pustili za nalogo.
Trditev 5.5. Ce je zaporedje (ay) konvergentno, je limsupa, = lim, . a, =
liminf a,,. Natancéneje: zaporedje (a,) je konvergentno natanko tedaj, ko je limsup a,, =
liminf a, € R.

Naloge. 1. Dolocite zgornjo in spodnjo limito zaporedij: (i) (n[l — (=1)"]);

(ii) (=n?);
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(i) sinnm + cos n.
2. Za zaporedji (a,) in (b,) pokaite, da iz a, < b, (Vn) sledi limsupa, <
lim sup b,, in liminf a,, < liminf b,,.
3. Dokazite, da velja
lim sup(a,, + b,) < limsup a,, + limsup b,

za vsaki omejeni zaporedji (a,) in (by).
6. STEVILSKE VRSTE

Zapis vrste
(6.1) a1 +as+...+ap+...,
kjer so njeni éleni a,, (realna) stevila, namiguje na namero, da bi sesteli vse ¢lene.
Toda, kaj naj pomeni taka vsota neskonéno mnogo ¢lenov?
Definicija 6.1. Delne vsote vrste (6.1) so
81 =a, S2=aj +az, S3=a1 +as+4as,...,S, =a1+as+...+an,....

Vrsta (6.1) je konvergentna, ¢e je konvergentno zaporedje (s, ) njenih delnih vsot.
Vsota konvergentne vrste je tedaj

s:= lim s,.
n—oo

Vrsto, ki ni konvergentna, imenujemo divergentna.
Zgled 6.2. Najpopularnejsa je geometrijska vrsta
(6.2) 1+qg+¢+.. . +¢ 1 +....
Ce je ¢ = 1, je n-ta delna vsota te vrste s, = n, zaporedje delnih vsot je tedaj
divergentno. Ce je ¢ # 1, lahko
(6.3) sp=14qg+¢+...+¢"!
izracunamo tako, da enakost (6.3) pomnozimo s ¢, s ¢cimer dobimo
@sn =g+ +¢ ...+ "+ "

in nato to enakost odstejemo od (6.3), da dobimo

(1 - Q)Sn =1-q"
Torej je

1—q"

1—q’
kadar je ¢ # 1. To zaporedje konvergira natanko tedaj, ko konvergira zaporedje
(¢™), kar je natanko tedaj, ko je |¢| < 1 (ker je tukaj g # 1). S tem smo dokazali:

Geometrijska vrsta (6.2) konvergira natanko tedaj, ko je |q| < 1. Tedaj je njena
vsota

Sp =

. 1—q" 1
s = lim = —.
n—oo 1 —gq 1—g¢q

Iz dejstva, da so konvergentna zaporedja ista kot Cauchyeva, sledi naslednji
Cauchyev kriterij za konvergenco vrst:
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Izrek 6.3. Vrsta (6.1) je konvergentna natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja tak
ne. € N, da za vsaka n > m > n. velja

(6.4) |am+1 +amy2+ ...+ an| < €.

Dokaz. Zaporedje delnih vsot s,, je konvergentno natanko tedaj, ko je Cauchyevo,
se pravi, ko za vsak € > 0 obstaja tak n. € N, da za vsaka naravna m,n > n. velja
|$rn — sm| < €. Pri tem smemo vzeti, da je n > m. Delni vsoti s,, in s, sta tedaj

S =ai1 +as + ...+ Qp,

Sp,=a1tax+...+am + amy1 +...+an.

Absolutna vrednost njune razlike pa je
[$r, = Sm| = |@m+1 + @mg2 + .. + anl.

Pogoj za konvergenco zaporedja delnih vsot (s,,) se torej glasi, kot je zapisano v
izreku. ([l

Ko uporabimo izrek 6.3 v primeru n = m + 1, spoznamo, da velja:

Posledica 6.4. Cleni konvergentne vrste konvergirajo proti 0. Drugace receno, ce
je vrsta (6.1) konvergentna, je lim,_,o a, = 0.

Vrsta
1-14+1—-141-1+...

ne more biti konvergentna, saj njeni ¢leni ne konvergirajo proti 0. Pogoj, da kon-
vergirajo njeni ¢leni proti 0, je potreben za konvergentnost vrste, kot pove naslednji
zgled, pa ni zadosten.

Zgled 6.5. Vrsto
1 1 1 1
—|—2+3+...+n—|—...
imenujemo harmonicna vrsta. Njeni ¢leni % konvergirajo proti 0, kljub temu pa
je, kot bomo pokazali, ta vrsta divergentna. V ta namen zdruzimo ¢lene vrste na
naslednji nacin:

L+ O+ G+ oG+ hed+ v e
5 511 Tty gttt
V n-tem oklepaju je 2"~! élenov, najmanjsi med njimi je zadnji, ki je 2% Zato je
vsota vseh élenov v n-tem oklepaju vecja ali enaka 27! . 2% = % Ko sestejemo m

izrazov v oklepajih, vidimo, da je ustrezna delna vsota harmonic¢ne vrste vecja od
14+m- %, kar gre proti oo, ko gre m proti co. Delne vsote harmoni¢ne vrste torej
niso omejene navzgor, zato ne morejo konvergirati.

Definicija 6.6. Vrsta (6.1) absolutno konvergira, ¢e konvergira vrsta
(6.5) lag] + |az] + ...+ |an| + .. ..

Trditev 6.7. Absolutno konvergentna vrsta je konvergentna.
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Dokaz. Uporabili bomo Cauchyev kriterij. Najboe > 0. Ce je vrsta (6.1) absolutno
konvergentna, to pomeni, da je vrsta (6.5) konvergentna, torej obstaja tak n. € N,
da za vsaka naravna n > m > n. velja

lam+1] + |amya| + ...+ |an] <e.
Po trikotniski neenakosti je potem
|@mt1 + @miy2 + .o+ an] < |amp1] + |amie| + -+ |an| <e,
od koder po Cauchyevem kriteriju sledi, da je vrsta (6.1) konvergentna. O

Konvergentno vrsto, ki ne konvergira absolutno, imenujemo pogojno konvergen-
tna. Zglede takih vrst bomo spoznali nekoliko kasneje.

Trditev 6.8. (Primerjalni kriterij) Predpostavimo, da je
(6.6) lan| < bn

za vsak n. Ce konvergira vrsta by+bo+. . .+bp+. .., potem vrsta ai+as+. . .+an+. . .
absolutno konvergira.

Dokaz. Ker za poljubna naravna m < n velja
|@ms1] + |amaa] + -+ |an| < bms1 + sz + ..o + b,y
zato trditev sledi takoj iz Cauchyevega kriterija. O
Ce za ¢lene a, in b, dveh vrst velja neenakost (6.6), pravimo, da je vrsta by +

ba + . .. majoranta za vrsto a; +as + . . .; pravimo tudi, da je druga vrsta minoranta
prve. Ce konvergira njena majoranta, potem vrsta absolutno konvergira.

Zgled 6.9. Vista
1 1 1

(6.7) I ogtggtot g+

ima majoranto

(6.8) NI S B
1-2 2.3 (n—1)n

Pokazali bomo, da vrsta (6.7) konvergira, zato konvergira tudi vrsta (6.7). Vrsto
(6.8) lahko napisemo kot

1 1 1 1 1
1+(1-2)+(2—-2)+... )+
A=)+ G5+ A=)+

Njena n-ta delna vsota je
1 1 1 1 1 1
n=l4(1=-2)+(==-2)+... ) =1+1--.
sm=ltl=g) G-t Gy ) =10

Limita zaporedja delnih vsot pa je

lim s, = lim (2— =) =2.
n—o00 n—o00 n

Za vsak r > 2 je vrsta (6.7) majoranta za vrsto

(6.9) U
: gttt
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Ker vrsta (6.7) konvergira, konvergira tudi njena minoranta (6.9). S pomocjo in-
tegralskega kriterija (ki ga bomo spoznali kasneje) se da dokazati, da vrsta (6.9)
konvergira za vsak » > 1. Drugo vpraSanje pa je, kaj je njena vsota. Da se pokazati,
da je npr. vsota vrste (6.7) enaka =

&> vendar je za to potrebno novo orodje, ki ga
boste spoznali kasneje.

Izrek 6.10. (Korenski kriterij za konvergenco vrst) Naj bo

R =limsup V/|an|.
Ce je R < 1, vrsta (6.1) absolutno konvergira. Ce pa je R > 1, vrsta (6.1) divergira.

Dokaz. Predpostavimo najprej, da je R > 1 in izberimo poljuben ¢ € (1, R). Ker
je R =limsup {/|a,|, je neskoniio mnogo ¢lenov 3¥/|a,| vecjih od ¢, torej |a,| > ™
za neskonéno mnogo n-jev. Ker je ¢ > 1, gre ¢" proti 0o, ko gre n proti co. Sledi,
da zaporedje (a,) ni niti omejeno, torej ne konvergira proti 0, zato vrsta (6.1) tedaj
ne more konvergirati.

Predpostavimo sedaj e, da je R < 1 in izberimo ¢ € (R, 1). Ker je limsup }
R < ¢, je vecjih od ¢ le konéno mnogo ¢lenov zaporedja ( ¥/|ay|), torej velja

(6.10) lan| < c®

an| =

za vse, razen morda za kon¢éno mnogo indeksov n. Tedaj (6.10) velja za vse n od
nekega ng naprej, kar pomeni, da je geometrijska vrsta

(6.11) e ot oot
majoranta za vrsto
(6.12) | + lang 1] + langral + -

Ker je ¢ € (0,1), geometrijska vrsta (6.11) konvergira, zato konvergira tudi njena
minoranta (6.12). Vrsta (6.5) se razlikuje od vrste (6.12) le v konéno mnogo ¢lenih
(namrec vrsti (6.12) je pristetih prvih ng — 1 ¢lenov), zato je konvergentna tudi
vrsta (6.5), kar pomeni, da je vrsta (6.1) absolutno konvergentna. O

Opomba 6.11. Kadar je R = 1, korenski kriterij molci.
Zgled 6.12. Za katere z € R konvergira vrsta
r4+2e24+32° + . a7
Ker je
lim {/n|z|” = |z| lim {/n = |z,
n—oQ n—oo
po korenskem kriteriju vrsta absolutno konvergira, ¢e je |z| < 1, in divergira, ce je

|z] > 1. Ce pa je |z| = 1, sta dve moznosti: = 1 in = —1. V obeh primerih
¢leni vrste n(£1)™ ne konvergirajo proti 0, zato je tedaj vrsta divergentna.

Trditev 6.13. (Kvocientni kriterij) Predpostavimo, da je a, # 0 za vse n. Ce je

An+1

R :=limsup | | <1,

n
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vrsta (6.1) absolutno konvergira. Ce pa je

M‘>17

r := liminf |
n

vrsta (6.1) divergira.

Dokaz. Privzemimo, daje R < 1in izberimo ¢ € (R, 1). Ker je R = limsup [*25| <
¢, je vecjih od ¢ le konéno mnogo ¢lenov %, torej obstaja tak m € N, da velja
a
[ 41] <ec Vn>m.
|ay|

Od tod sledi |am+1] < claml, |amt2| < clami1] < lan), itd. z indukcijo
(6.13) amak] < Flam| (k=1,2,3,...).

To pomeni, da je geometrijska vrsta

(6.14) lam|(1+c+cE+ ... +cf+..)

majoranta za vrsto

(6.15) Gm + Qg1 + Qg2 + oo+ Qe + - - -

Ker je ¢ € (0,1), vrsta (6.14) konvergira, zato absolutno konvergira tudi vrsta
(6.15). Ker se vrsta (6.1) razlikuje od vrste (6.15) le v dodatnih prvih m — 1 ¢lenih,
mora konvergirati absolutno.

Predpostavimo sedaj, da je > 1 in izberimo ¢ € (1,7). Potem je manjsih od ¢
le konéno mnogo ¢Elenov |“2L|; torej obstaja tak m € N, da velja

An

(6.16) |%| > ¢ Vn>m.

n
Od tod sledi |an x| > c¥|a.m|, kar pove, da zaporedje (a,,) sploh ni omejeno (saj gre
ck proti oo, ko gre k proti 00), torej ne konvergira proti 0, zato vrsta (6.1) ne more
konvergirati. [

Zgled 6.14. Za katere x € R konvergira vrsta

x? "
l+z+—+...+—+...7
2! n!
Ker je
"
lim |—2—| = lim kel 0,
n—oo | L n—oo n
(n—1)!

po kvocientnem kriteriju vrsta konvergira za vsak x € R.
Definicija 6.15. Vrsto
(617) ap—ag+as—aqg+...,

v kateri so bodisi vsi a, pozitivni bodisi vsi negativni, imenujemo alternirajoca
ursta.

Trditev 6.16. Ce v alternirajoéi vrsti cleni padajo po absolutni vrednosti proti 0
(torej |ant1| < |an| in lim, o a,, = 0), potem vrsta konvergira.
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Dokaz. Predpostaviti smemo, da so v vrsti (6.17) vsi a,, pozitivni (sicer bi jo po-
mnozili z —1). Uporabili bomo Cauchyev kriterij za konvergenco vrst. Naj bo
€ > 0. Pokazati moramo, da je

(6.18) |@m — @ma1 + Gmas — ... L an] <e,

¢e je m dovolj velik. V vsoti (6.18) je n —m + 1 élenov. Ce je to stevilo sodo,
jo lahko zapisemo kot (am, — @m+1) + ... + (an—1 — ay,); ker je po predpostavki
ap > ap+1 za vse k, je ta vsota nenegativna. Ce pa je stevilo n — m + 1 liho,
lahko vsoto v (6.18) napisemo kot (am — amt1) + ... + (@n—2 — an-1) + an, od
koder vidimo, da je tudi v tem primeru vsota nenegativna. Absolutna vrednost v
izrazu (6.18) je torej odve¢. Kadar je stevilo n —m + 1 liho, napisimo sedaj izraz
v (6.18) kot am — [(@m+1 — Gmy2) + ... + (an—1 — ap)], od koder vidimo, da je
manjsi ali enak a,,. Ker zaporedje (a,,) konvergira proti 0, je torej ta vsota pod
g, ¢e je m dovolj velik. Kadar pa je stevilo n — m + 1 sodo, napisemo vsoto (6.18)
kot @ — [(@m41 — Gmy2) + .-+ (@p—2 — an—1) + ay], kar je spet manjse ali enako
Ay, - |

Zgled 6.17. V alternirajoci vrsti

1 1+1 1+
2 3 4 7

¢leni po absolutni vrednosti padajo proti 0, zato je ta vrsta konvergentna.

Naloge. 1. Pokazite, da vrsta

1 1
2log 2 + 3log3 et nlogn +

14

konvergira absolutno.
2. Naj bo a > 1. Pokazite, da vrsta (a—1) — (va—1)+(¥a—1)— (Ya—1)+...
konvergira. *Ali konvergira absolutno?

3. Za katere x konvergira vrsta x -+ (2;)2 R ()

+
4.%* Pokazite, da je vrsta s ¢leni #(1 + % + % +...+ %) pogojno konvergentna.

7. SE O VRSTAH

Oglejmo si najprej posplositev kriterija o konvergenci, ki smo ga v prejSnjem
razdelku spoznali za alternirajoce vrste.

Izrek 7.1. (Dirichletov kriterij) bo (an) monotono zaporedje z limito 0, (by,) pa
tako zaporedje, da je zaporedje delnih vsot s, = b1 +bs + ...+ b, omejeno, se pravi
|sn| < M za kak M € R in vse n. Potem je vrsta

(71) albl+a2b2+...+anbn+...

konvergentna.
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Dokaz. Predpostaviti smemo, da je zaporedje (a,) padajoce (in ima zato pozi-
tivne ¢lene, ker konvergira proti 0), sicer bi obravnavali zaporedje (—a,). Po Ca-
uchyevem kriteriju za konvergenco vrst zadosS¢a pokazati, da za vsak € > 0 velja
|3 j=m a;jbj| < € za vsaka dovolj velika m < n. Opazimo, da je

n n
|Zajbj|:|2aj( —Sj—1)| =] — @mSm— 1—1—2 — Gj4+1)Sj + AnSn|
j=m j=m

j=m
n—1

< | Sm— 1|+Z aj—aj+1)|8;]+an|sn| <Mam+z —aji1)+an) =2May,.
j=m

Ker zaporedje (an) konvergira k 0, je 2Ma,, < € za vse dovolj velike m. O

Zgled 7.2. Pokazimo, da za vsak x # 2mn (m € Z) konvergira vrsta

cos 2x cosnx
2

Po Dirichletovem kriteriju zados¢a dokazati, da so vsote

cosx +

(7.2) cosx + cos2x + ...+ cosnx

omejene z isto konstanto, saj zaporedje (%) pada proti 0. Vsoto (7.2) lahko

n

izraCunamo, tako da jo najprej pomnoiimo s sin § in nato vsak clen cos kxsin 5

zapiSemo z uporabo formule cosasin 8 = 1[sin(a + ) — sin(a — B)]. Po krajsem
rac¢unu dobimo, da je vsota (7.2) enaka

: 1 T
sin (n + 3)z —sin 3
sin 2 ’

1

torej omejena z Temzl-

Ce v vrsti zamenjamo vrstni red le konéno mnogo ¢lenov, to ne more vplivati
na konvergenco niti na vsoto vrste. Drugace pa je lahko, ¢e zamenjamo vrstni red
neskon¢no mnogo ¢lenov.

Imejmo vrsto

(7.3) art+as+...+a,+...
in zamenjajmo v njej vrstni red ¢lenov, tako da dobimo novo vrsto
(74) Qg(1) T Ag(2) + -+ Ao(n) +

Tukaj smo s o oznagcili zamenjavo (ali permutacijo; tj. bijektivno preslikavo mnozice
Ny :={1,2,3,...} nase). S tem hocemo povedati le, da je mnozica novih indeksov
{(1),0(2),0(3),...} enaka mnozici Ny in da je o(k) # o(l), ¢e je k # 1 (tj. vsak
indeks nastopa natanko enkrat).

Izrek 7.3. Ce je vrsta (7.3) absolutno konvergentna, je taka tudi vrsta (7.4) in obe
1mata 1sto vsoto.
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Dokaz. Po Cauchyevem kriteriju za vsak € > 0 obstaja tak n. € N, da je
|am+1| + |am+2| +.ot |an| <g,

ce je n > m > n.. Ko posljemo n proti oo, sledi od tod

(7.5) lam+1] + |amt2] + ... <e ¥Ym > n..

Izberimo k € N tako velik, da so med ¢leni ay(1),ag(2),- -, 0o(k—1) tudi vsi cleni
ai,az,...,0,,—1. Potem v vsoti

(7.6) |ao k)| + a0 (rr1)| + ok + - -

nastopajo le ¢leni z indeksi, ve¢jimi od n. — 1, zato iz (7.5) sledi, da je vsota (7.6)
manjsa ali enaka . Od tod sedaj iz Cauchyevega kriterija sledi, da je vrsta (7.4)
absolutno konvergentna.

Iz (7.5) sledi tudi, da je razlika med vsoto s vrste (7.3) in njeno n-to delno vsoto
sp pod g, ¢e je n > ng, torej

(7.7) [s — sn.| <e.

Po drugi strani, ¢e oznacimo z z vsoto vrste (7.4), v razliki z — s,_ nastopajo le
¢leni a; z indeksi | > n., zato iz (7.5) sledi tudi, da je

(7.8) |z — sn.| <e.
Iz (7.7) in (7.8) sklepamo, da velja
|z —s| < 2e.
Ker velja to za vsak € > 0, mora biti |z — s| = 0, se pravi z = s. O

Izrek 7.4. Ce je vrsta
(7.9) art+as+...+ta,+...

pogojno konvergentna, potem za vsak s € R obstaja taka permutacija o mnoZice
Ny ={1,2,3,...}, da je

§=0g1) T o) T -+ 0sn) +....

Dokaz. Naj bodo by, bs, ... vsi pozitivni, —cy, —ca, ... pa vsi negativni ¢leni vrste
(7.9). Trdimo, da nobena od vrst

(7.10) by+bo+...4+b,+...,

(7.11) ci+e+...tcep+...

ni konvergentna. Ce bi bili obe vrsti (7.10) in (7.11) konvergentni, bi namre¢ iz
Cauchyevega kriterija (z uporabo trikotniske neenakosti) hitro sledilo, da je vrsta
(7.9) absolutno konvergentna, ¢eprav je po predpostavki le pogojno konvergentna.
Torej je vsaj ena od vrst (7.10), (7.11) divergentna. Predpostavimo, da je npr.
prva divergentna, druga pa konvergentna. Potem, ker je vrsta (7.10) divergentna,
obstaja tak € > 0, da za vsak £ € N obstajata taka ng, my, € N, da je ng > my >/
in

(7.12) b1+ ...+ by, > 2e.
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Ker pa vrsta (7.11) konvergira, obstaja tak n. € N, da je

(7.13) Cma1+ ...+ <e Vn>m>n..
Izberimo sedaj ¢ € N tako velik, da so vsi ¢leni —c¢y, ..., —¢,_ nasteti med prvimi
¢ ¢leni vrste (7.9). Ker je ng > my > £, nobeden od ¢lenov by,,41,...,by, ni med

prvimi £ ¢leni vrste (7.9). Za vsaka n > m > ¢ potem velja

|@miy1 + -+ an| = |(bmy+1 + - - . + by, + vsota Se nekaterih b;)

—(¢m+1 + ... cn + vsota Se nekaterih ¢; z indeksi j > n.)|
> (bmy41+ ...+ bn, + vsota Se nekaterih b;)
—(¢m41 + - .. cp + vsota Se nekaterih ¢; z indeksi j > n.)

> b1+ bn,) —(Cme1+ ...+ +...) >2e—c=¢,

kjer smo uporabili, da velja (7.13) za vse p (namesto n), ve¢je od m. Po Cauchyevem
kriteriju ta ocena pove, da vrsta (7.9) ni konvergentna, kar je protislovje. Tako smo
dokazali, da morata biti obe vrsti (7.10) in (7.11) divergentni, kadar je (7.9) pogojno
konvergentna.

Spremenimo sedaj vrstni red ¢lenov vrste (7.9) tako, da na zacetek napisemo
ravno toliko ¢lenov vrste (7.10), da je njihova vsota vecja ali enaka s. To je mogoce,
ker je vrsta (7.10) divergentna, njena vsota torej co. Recimo torej, da smo za to
potrebovali prvih n; ¢lenov vrste (7.10), tako da je

b1+~~~+bn1§S<b1+~~+bn1+bn1+1'

Opazimo, da je s — (by + ...+ by, ) < by, +1. Sedaj odstejmo od vsote by + ...+ by,
ravno toliko ¢lenov vrste (7.11) da je rezultat manjsi od s, torej

b1+...—|—bn1—01—...6n2<8, b1—|—...—|-bn1—Cl—...—cnz_lzs.

Opazimo, da se ta delna vsota razlikuje od s za manj kot ¢,,; ¢e bi pa odsteli
manj c-jev, bi se delna vsota razlikovala od s Se vedno za manj kot b,,+1. V
naslednjem koraku dodamo vsoti by + ...+ by, —c1 — ... cy, ravno toliko clenov
bni+1,bn 42, ..., da je vsota ve¢ja ali enaka s. Potem spet odstejemo ravno dovolj
¢lenov ¢p,41, Cnyt2, - - -, da pade rezultat pod s. (Vse to je mogoce, ker sta obe vrsti
(7.10) in (7.11) divergentni, s pozitivnimi ¢leni, in je zato npr. Zjoik ¢ = 00.) Ko
tako nadaljujemo, dobimo novo vrsto, v kateri so zapisani vsi ¢leni prvotne vrste
(7.9), in sicer vsak natanko enkrat. Razlike med delnimi vsotami nove vrste in s so
omejene z by,, 41 oziroma c,, . Ker je prvotna vrsta (7.9) konvergentna, konvergirajo
njeni Cleni proti 0, torej gredo b, in ¢, proti 0, zato delne vsote preurejene vrste,
ki smo jo dobili na ta naéin iz (7.9), konvergirajo proti s O

Trditev 7.5. (Integralski kriterij) Naj bo funkcija f : [0,00) — [0,00) zvezna (tj.
njen graf je nepretrgan) in padajoca. Vrsta

(7.14) F+F@)+.. fn)+...

je konvergentna natanko tedaj, ko je floo f(z)dx < oc.
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Dokaz. Ker je funkcija f padajoca, je

n+1
(7.15) ) 2/ f@)de > f(n+1) Yn=1,2,3,....

Od tod sledi
0 n+1
f(1)+f(2)+...+f(n)+...22/ f@)de > F2)+B) .4 f(n)+....

Ker je Y7, f:ﬂ f(x)dz = [ f(x)dz in f(n) >0 za vse n, trditev zlahka sledi
iz gornje ocene. ([

Zgled 7.6. Vrsta

je konvergentna natanko tedaj, ko je floo Ti dx < oo. Ce je r # 1, je vrednost tega
integrala, [%}‘1’0, konéna natanko tedaj, ko je 7 > 1. Ce pa je r = 1, je vrednost
integrala Inz|$° = oo. Torej je gornja vrsta konvergentna natanko tedaj, ko je
r> 1.

Naloge. 1. (Abelov kriterij) Naj bo vrsta a; + ag + ... konvergentna, (b,) pa
monotono omejeno zaporedje. Dokazite, da je vrsta a1by + agb2 + ...+ apb, + ...
konvergentna. (Naj bo b = lim,,_,», b,. Uporabite Dirichletov kriterij za dano vrsto
in zaporedje (b, — b).)

2. Za katere r konvergira vrsta

log2 log3 logn o
or 3 e e 2
3. Ali je vrsta Y00, % konvergentna? Ali je absolutno konvergentna?

8. LIMITE IN ZVEZNOST FUNKCILJ
Ce je D C R, je funkecija iz D v R, kar ozna¢imo kot
f:D—=R,
predpis, ki vsakemu z € D priredi natanko doloceno stevilo, ki ga oznacimo kot
f(x). Mnozico D imenujemo domena ali definicijsko obmodje funkcije f, mnozico
f(D) :=={f(z) : * € D} pa imenujemo zaloga vrednosti funkcije f in jo pogosto
ozna¢imo z R. Funkcija ni nujno podana z eno samo formulo.

Zgled 8.1. Funkcijo f : R — R, definirano z

1, cejex > 0;
f(z) = 0, cejexz=0;
-1, cejex <O,
imenujemo funkcija predznak ali signum in njeno vrednost v tocki x obi¢ajno ozna¢imo
kot sgn(z). Graf te funkcije je v tocki = 0 pretrgan. Ko se x bliza k 0 z leve
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SLIKA 8. Graf funkcije signum

strani, ostajajo vrednosti te funkcije —1, njihova limita je zato —1. To bomo izrazili
kot: leva limita funkcije sgn(x), ko gre = proti 0, je —1. S simboli to povemo kot
lim sgn(x) = —1.
r—0~
Podobno je
lim sgn(z) = 1.
z—01 & ( )

Seveda moramo definirati pojma leve in desne limite za splosno funkcijo. (Mimo-
grede, kaj je zaloga vrednosti funkcije signum?)

Stevilo A bomo imenovali limita funkcije f, ko se z bliza k a, ¢e se vrednosti
f(z) blizajo k A, ko gre x proti a. To pomeni, da je razlika | f(z) — A| tako majhna
kot hocemo, ¢e je le razlika |z — a| dovolj majhna. Pri tem bomo gledali le x # a.
Natancneje to definicijo povemo takole:

Definicija 8.2. Stevilo A € R je limita funkcije f : D — R, ko gre = proti a, kar
simboli¢no zapisemo kot

A= lim f(z),
Ce za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da za vsak © € D iz 0 < |z — a| < ¢ sledi, da je
|f(z) — Al <e.

Podobno definiramo levo in desno limito. Zapisimo le definicijo leve limite:

L= lim f(z) <= (Ve>0)(30>0)(r€Din0<a—-x<d=|[f(r)—L|<e).

Funkcija f je zvezna v tocéki a € D, ¢e obstaja lim,_,, f(x) in je enaka f(a). Sim-
boli¢no lahko definicijo zveznosti v tocki a zapisemo takole:

(8.1)

fiezveznava <= (Ve >0)(36 > 0)(z € Din |z —a| < = |f(z) — f(a)] < e).

Funkcijo f imenujemo zvezna, Ce je zvezna v vsaki tocki svojega definicijskega
obmocja.

Zgled 8.3. (i) Najenostavnejsa funkcija je konstantna, ki ima enako vrednost,
recimo ¢, za vse x € R, torej f(z) = c¢. Ta funkcija je o¢itno zvezna v vsaki tocki
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a, saj |f(z) — f(a)] = |c—¢| = 0 za vse z € R. Tukaj bi lahko za 4, ki nastopa v
definiciji zveznosti, vzeli katerokoli pozitivno $tevilo.

(i) Tudi identi¢na funkcija, ¢(z) = = Vo € R, je povsod zvezna, saj velja |i(z) —
va)| = |z —a| <e, e je |z —al <, kjer za § lahko vzamemo katerokoli pozitivno
Stevilo, manjse ali enako e.

(iii) Nekoliko manj trivialen zgled je funkcija f(x) = 22. Tukaj je | f(z)— f(a)| =

|22 — a?| = |z — a||z + a|. Da bo to pod ¢, ¢e je |z — a| < § (torej |z| < |a| + & in
|z + a| < 2|a| + 0), izberimo § > 0 tako majhen, da je
0(2]al +9) <e.

To je mogoce, saj lahko izberemo § < 1 in é manjsi tudi od ﬁ (Ni pa mogoce

izbrati takega pozitivnega 9, ki bil ustrezen istoc¢asno za vse a € R, vendar to tukaj
ni pomembno.)

Zgled 8.4. Za funkcijo

2 .
o= 18

je lim, 0 = 1 in f(0) = 2, ta funkcija torej ni zvezna v tocki 0.

SLIKA 9. lim,_0 f(x) # f(0)

Zgled 8.5. Naj bo funkcija f : R\ {1} — R definirana z
z—1
flay = Y2

r—1"
Kako moramo definirati f(1), ¢e naj bo f zvezna v tocki 17
Ker je

ve—-1 vz —1 ) 1 1

lim = lim

= :1 =
Pl -1 e (Vz-DVat+l) ezl 2

mora biti f(1) = 3, ¢e naj bo f zvezna v tocki 1.
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Zgled 8.6. Izracunajmo

. sinx
lim
z—0 X
Ker je w = SB2Z se smemo omejiti na pozitivne z. Iz slike vidimo, da je

SLIKA 10. sinz <z < tgx. Tukaj je  lok med 1 in T'.

tedaj sinz < z < tgx. (Zadnja neenakost morda ni oéitna, sledi pa iz dejstva, da
je plosc¢ina kroznega izseka (ki jo lahko dobimo tako, da razdelimo izsek na zelo
ozke trikotnike z visinami priblifio 1 in osnovnicami Az, seStejemo njihove plo¢ine
ter limitiramo Az proti 0) enaka F, in je ocitno manjsa od ploscine trikotnika z
osnovnico 1 (tj. daljico med 0 in 1) ter visino tgx.) Ker je tgx = 52, lahko ti
oceni napisemo kot

sinx
cosr < — < 1.
T

Ker gre oc¢itno cosx proti 1, ko gre x proti 0, sledi iz gornje ocene, da mora biti

. sinz
lim =1.
x—0 X

Imenujmo funkcijo f : D — R po zaporedjih zvezno v tocki a € D, ¢e za vsako
zaporedje (z,,) C D, ki konvergira proti a, konvergira zaporedje (f(z,)) proti f(a).

Trditev 8.7. Funkcija f : D — R je v tocki a zvezna natanko tedaj, ko je po
zaporedjih zvezna v tej tocki.

Dokaz. Predpostavimo najprej, da je f zvezna v tocki a in naj bo (x,) C D zapo-
redje, ki konvergira proti a. Naj bo € > 0. Pokazati moramo, da zaporedje (f(z,))
konvergira proti f(a), torej, da je |f(z,) — f(a)| < e za vse dovolj velike n. Ker
je f zvezna v tocki a, obstaja tak d > 0, da velja |f(z) — f(a)| < €, kakor hitro je
|z —a| < §. Ker zaporedje (x,,) konvergira proti a, obstaja tak n(d) € N, da za vse
n > n(0) velja |z, —a| < §. Za vse n > n(d) torej velja |f(z,) — f(a)| < &, kar
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SLIKA 11. Graf funkcije S22

pove, da zaporedje (f(x,)) konvergira proti f(a). S tem smo pokazali, da je f po
zaporedjih zvezna v tocki a.

Za dokaz v obratno smer, privzemimo, da f ni zvezna v toc¢ki a € D. Potem
obstaja tak e > 0, da za vsak § > 0 obstaja kak tak x € D, da je |x —a| < §
in kljub temu |f(z) — f(a)| > e. Pri fiksnem takem e potem lahko izberemo za &

zaporedoma Stevila 1, 5, %, . %, o Zad = % obstaja tak x, ki ga bomo imenovali
Ty, da je
(8.2) |x, —al < l,

n

a kljub temu

(8.3) [f(zn) = fla)| = &

Neenakost (8.2) pove, da zaporedje (z,) konvergira proti a. Neenakost (8.3) pa
pove, da zaporedje (f(x,)) ne konvergira proti f(a). Torej funkcija f ni po zapo-
redjih zvezna v tocki a. O

Prejsnja trditev nam omogoca enostaven dokaz dejstva, da so vsota, razlika,
produkt in kvocient zveznih funkcij zvezne funkcije. Vsota, razlika, produkt in
kvocient funkcij f, g :— R so funkcije, definirane z
flx
(F0)@) = fa)+(a), (F=0)(o) = fle)-g(a), (fo)o) = F@lato). (Do) = L,

Definicijsko obmocje prvih treh je kar D, definicijsko obmocje funkcije L pa je

g
{zr € D: g(z) # 0}.
Trditev 8.8. Vsota, razlika, produkt in kvocient zveznih funkcij so zvezne funkcije.

Dokaz. Trditev bomo dokazali za kvocent 5, saj so dokazi za vsoto, razliko in

produkt podobni. Pokazati moramo, da je funkcija L po zaporedjih zvezna v vsaki

g
tocki a svojega definicijskega obmocja, torej v vsaki tocki skupnega definicijskega
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obmocja D funkeij f in g, v kateri je g(a) # 0. Naj bo torej (z,) C D\ {x € D :
g(z) = 0} zaporedje, ki konvergira proti a. Ker sta funkciji f in g zvezni v tocki
a, konvergirata zaporedji (f(zy)) in (g(zy)) proti f(a) in g(a). Ker je g(a) # 0,

konvergira zaporedje £22) proti g 223, kar smo hoteli dokazati. O

g(xn)

Iz prejsnje trditve sledi npr., da je za vsako konstanto k € R funkcija x — kx
zvezna, saj je enaka produktu konstantne funkcije z identi¢no funkcijo ¢(z) = .
Potem pa je za vsako konstanto n zvezna tudi vsota f(z) = kx+n, skratka linearne
funkcije so zvezne.

Tudi funkcija fo(x) := 22 je (kot produkt f = i) zvezna. Produkt te funkcije s
funkcijo ¢ je funkcija f3(x) = 23, ki mora biti tudi zvezna. Na ta nacin z indukcijo
ugotovimo, da so vse potence f,(z) = 2™ (n € N) zvezne funkcije. Ce te po-
tence pomnozimo s konstantami in nato dobljene funkcije zaporedoma seStevamo,
ugotovimo, da so vsi polinomi

p() = ap + a1x + agx® + ... + apz™ (a, € R)

zvezne funkcije. Tudi vsaka racionalna funkcija, tj. kvocient % dveh polinomov, je
zvezna na svojem definicijskem obmocju.

Definicija 8.9. Za dve taki funkciji f in g, da je zaloga vrednosti f(Dy) vsebovana
v domeni Dy je njun kompozitum funkcija go f : Dy — R, definirana z

(9o f)(x) =g(f(x)) (z € Dy).
Zgled 8.10. Za funkciji f(z) = 22 in g(x) = sinz je
(fo9)(z) = f(g(z)) = (sinz)* in (go f)(z) = sin(z?).

Tudi v primeru, ko sta oba kompozituma f o g in g o f definirana, ni nujno
fog=go f, torej komponiranje funkcij ni komutativno.

Trditev 8.11. Komponiranje funkcij je asociativno:
ho(gof)=(hog)of
za poljubne take funkcije z definicijskimi obmoéji Dy, D, in Dy, da je f(Dy) C D,
in g(Dgy) C Dy,
Naloga. Dokazite prejsnjo trditev.

Trditev 8.12. Kompozitum zveznih funkcij je zvezna funkcija.

Dokaz. Pokazati moramo, da je funkcija g o f po zaporedjih zvezna v vsaki tocki
a € Dy njenega definicijskega obmocja. Naj bo torej (x,) € Dy zaporedje, ki
konvergira proti a. Ker je f zvezna, konvergira zaporedje (f(zy,)) proti f(a). Ker

je g zvezna v tocki f(a), konvergira zaporedje (g(f(z,)) proti g(f(a)). Ker je
g(f(xn)) = (go f)(xn), to dokazuje trditev. O

Eksponentna funkcija  — a® (a > 0) in trigonometrijske funkcije

x +— sinzx, cosx, tgx, ctgx
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so zvezne; to bo sledilo kasneje, ko bomo dokazali, da so vse te funkcije odvedljive.
Iz prejsnje trditve potem sledi, da so zvezni npr. tudi naslednje funkcije:

f(z) =sin(z? + 1), g(z) = ™, h(x) = cos(27),....

Vse te funkcije se namre¢ dajo na ociten nacin izraziti kot kompozitumi zveznih
funkcij.

9. ASIMPTOTE

Definicija 9.1. Premico y = ¢ imenujemo vodoravna asimptota funkcije f, ce se
vrednosti f(z) priblizujejo konstanti ¢, ko gre x proti oo ali pa proti —oo, torej, ko
je

lim f(zx)=c ali lim f(z)=c

Tr—r 00 Tr— — 00
Pri tem npr. pogoj lim,_,« f(z) = ¢ pomeni, da za vsak € > 0 obstaja tak A € R,
da je |f(z) — ¢| < e, kakor hitro je x > A.

Zgled 9.2. Pri funkciji f(z) = 2 je
_1

zato je premica y = 1 vodoravna asimptota te funkcije.

SLIKA 12. Graf funkcije f(z) = i—;i in njegova vodoravna asimptota

Definicija 9.3. Ko se z iz definicijskega obmoc¢ja D funkcije f priblizuje kaki
vrednosti a ¢ D z leve ali pa desne strani, se lahko zgodi, da gredo vrednosti f(z)
proti £o0o. Tedaj pravimo, da ima funkcija f v tocki a navpiéno asimpoto. Pri
tem pogoj lim,_.,- f(z) = oo pomeni, da za vsak A € R obstaja tak 6 > 0, da
je f(z) > A, kakor hitro je 0 < a — z < §. Podobno so definirane tudi limite
hmz—>a+ f(l‘) = 00, hmz—m* f(l') = —o0 in hmx—)cfr f(.l?) = —00.
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SLikA 13. Graf funkcije f(z) = % in njegova navpic¢na asimptota

Zgled 9.4. Racionalna funkcija f(z) = % ima za navpi¢no asimptoto premico
x = 1. V sploSnem ima racionalna funkcija f = %, kjer sta p in ¢ tuja si polinoma,
navpi¢no asimptoto v realnih polih, tj. v realnih ni¢lah polinoma q.

Definicija 9.5. Premica y = kx +n (k # 0) je posevna asimptota funkcije f, e je
izpolnjen vsaj eden od pogojev

lim [f(z) — (kz+n)] =0, lim [f(z)— (kx+n)]=0.

r—00 T——00
Pri tem npr. prvi pogoj pomeni, da za vsak € > 0 obstaja tak A € R, da za vse
x > A, ki so v domeni funkcije, velja | f(z) — (kz +n)| < e.

Kako izra¢unamo k in n? Iz pogoja lim, ,o[f(z) — (kx + n)] = 0 sledi, da je
[f (z)=(kz+n)]

tudi limg o - =0, se pravi
T FAC L) R
T—00 x X
Od tod dobimo, da je
k= lim —f(x)
r—oo I

Nato iz lim, o0 [f(z) — kz — n] = 0 izracunamo Se

n= xlglgo(f(x) — kx).
Podobni formuli veljata tudi, ko gre x proti —oo.
Zgled 9.6. Za funkcijo f(z) = 2vVa? —1 je

WaZ —1 1
Bi= lim =Y " 9 im 41— — =2
T—00 T T—00 T
in
2WaZ —1 1
Ry = lim == 9 lim 4/1- 5 =2,

T—r—00 X T—r—00 X
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SLIKA 14. Graf funkcije f(x) = 2v/22 — 1 in njegovi poSevni asimptoti

Nadalje je

2_1_ 2_1
ny = lim [2 72— 1 —2;10] — 9 lim (\/5157 x)(\/xi—‘,—x)

-1
=2 lim ——— =
zoo0 /2 — 14z

in podobno ns = 0. Asimptoti sta tako y = 2z in y = —2x.

Nalogel. Pokazite, da ima racionalna funkcija f = % vodoravno asimptoto
natanko tedaj, ko je stopnja polinoma ¢ vecja ali enaka stopnji polinoma p. Kdaj
je asimptota kar abscisna os?

2. Pokazite, da ima racionalna funkcija f = % poSevno asimptoto natanko tedaj,
ko je stopnja polinoma p za 1 vecja od stopnje polinoma ¢. Tedaj je f(z) =
kx +n + %, kjer sta k, n konstanti, ¢ polinom nizje stopnje kot ¢, asimptota pa
je kar premica y = kz + n.

3. Dolocite vse asimptote za funkcijo f(x) = 2242

x+1

10. LASTNOSTI ZVEZNIH FUNKCIJ

Graf zvezne funkcije f : [a,b] — R je nepretrgana krivulja. Ce je f(a) < 0 in
f(b) > 0 (ali pa obratno), mora ta krivulja sekati abscisno os, torej ima funkcija f
vsaj eno realno ni¢lo. To dejstvo bomo dokazali brez sklicevanja na predstavo, ki
temelji na sliki, ki jo lahko nariSemo na papir. Krivulja na sliki je namre¢ sestavljena
iz pik, ki so sestavljene iz molekul in ni zanesljiv model tistega, kar si zamisljamo
kot neprekinjeno krivuljo.

Trditev 10.1. Naj bo f : [a,b] = R zvezna funkcija in f(a)f(b) < 0. Potem
obstaja taka tocka s € [a,b], da je f(s) =0.
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Dokaz. Predpostaviti smemo, da je f(a) < 0, sicer bi obravnavali funkcijo —f.
Potem mnozica S = {z € [a,b] : f(t) < 0Vt € [a,z]} vsebuje a, in ker je navzgor
omejena, obstaja s :=sup S. Trdimo, da je f(s) =0.

Ker je s natanéna zgornja meja za S, vsak interval (s — %, s] vsebuje kak element
s$n €8 (n=1,2,...). Zaporedje (s,) konvergira proti s, zato zaporedje (f(sn))
konvergira proti f(s), saj je f zvezna. Ker je s, € S, je f(s,) < 0insledi f(s) <0
Ce bi bilo f(s) < 0, najprej opazimo, da je s # b, saj je f(b) > 0. Ce bi bilo
f(s) < 0, bi zaradi zveznosti obstajal tak 6 > 0, da bi bilo f(z) < 0 za vse
x € (s—0,s+d)N[a,b]. (To spoznamo, ¢e v definiciji zveznosti vzamemo € = |f(s)].)
Ce izberemo § dovolj majhen, je [s,s+6) C [a, b] in sledi, da je [s, s+ ) C S. Toda
potem s ni zgornja meja mnozice s (saj je npr. s+ /2 € S). To je protislovje,
torej mora biti f(s) = 0. O

V praksi lahko nic¢lo funkcije f dolo¢imo do poljubne natan¢nosti npr. z metodo
bisekcije. Ce je npr. f(a) < 0 in f(b) > 0, pogledamo vrednost funkcije v razpo-
loviséu ¢ = 2£2 intervala [a,b]. Ce je f(c) > 0, mora biti kaka ni¢la na intervalu
[a, c], ¢e pa je f(c) < 0, mora biti ni¢la na intervalu [c, b]. Ta postopek razpolavlja-
nja intervala, na katerem je vsaj ena nicla, lahko nadaljujemo, dokler ne dobimo
tako kratkega intervala, kot zahteva zeljena natan¢nost doloc¢itve nicle.

Definicija 10.2. Funkcija f : D — R je omejena (navzgor, navzdol), ¢e je taka
njena zaloga vrednosti f(D). Navzgor je omejena torej takrat, kadar obstaja kak
tak M € R, da velja f(x) < M za vse € D. Vsak tak M imenujemo zgornja meja
funkcije in najmanjSo med zgornjimi mejami imenujemo supremum ter oznacimo
z sup f. Podobno je definirana najvecja med spodnjimi mejami ali infimum, ki ga
ozna¢imo z inf f.

Nemogoce si je zamisliti neomejeno zvezno funkcijo, definirano na zaprtem in-
tervalu.

Trditev 10.3. Vsaka zvezna funkcija f : [a,b] — R je omejena (navzgor in nav-
zdol).

Dokaz. Privzemimo nasprotno, da f npr.ni navzgor omejena. Potem za vsak n € N
obstaja kak tak x, € [a,b], da je f(z,) > n. Zaporedje (z,) je omejeno (navzdol
z a, navzgor pa z b) in ima zato vsaj eno stekaliste s € [a,b]. Ker je f zvezna,
obstaja tak & > 0, da je |f(x) — f(s)| < 1, ¢e je |z — s| < 6. Toda, ker je s
stekalisce zaporedja (x,), je v intervalu (s — §, s + &) neskonéno mnogo ¢lenov .,
zanje torej velja |f(x,) — f(s)| < 1. To ima za posledico |f(x,)| < |f(s)|+ 1, in
ker je f(x,) > n, bi sledilo, da je n < |f(s)| + 1 za neskonéno mnogo indeksov
n, kar je o€itno nemogoce. Podoben argument pove, da je funkcija omejena tudi
navzdol. (]

Naj pripomnimo, da gornja trditev ne velja za funkcije, definirane na odprtih
ali polzaprtih intervalih. Npr. funkcija f : (0,1] — R, definirana z f(z) = 1, je

xr
zvezna, vendar ni navzgor omejena. Ni pa mogoce te funkcije razsiriti do zvezne

funkcije na celotnem zaprtem intervalu [0, 1].
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Izrek 10.4. Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija, m = inf,<,<p f(z) in M =
SUPg<a<b f(z). Punkcija f zavzame vsako vrednost med m in M, drugace receno,
za vsak ¢ € [m, M| obstaja tak x. € [a,b], da je f(z.) = c.

Dokaz. Najprej bomo dokazali, da f zavzame vrednost M. Predpostavimo naspro-

tno, da je f(x) # M (se pravi f(x) < M, ker je M zgornnja meja za f) za vsak
x € [a, b]. Potem je funkcija g : [a,b] — R, definirana z

g(z) = 1
M — f(z)’
zvezna, zato omejena. Naj bo A kaka njena zgornja meja, torej
1
=g(x) < AVzx € [a,b].

Od tod sledi, da je f(z) < M — %, kar pomeni, da je M — % zgornja meja za f.

Toda to je nemogoce, saj je M najmanjSa zgornja meja za f. Podobno dokazemo,

da je f omejena navzdol (ali pa uporabimo pravkar dokazano na funkciji — f).
Najbosedajc € (m, M) in z.,, xp € [a,b] taka, daje f(zy,) =min f(zy) = M.

nasprotno predznacena, saj je
hem)=m—c<0 in h(zxpy)=M—c>0.

Torej mora imeti na intervalu [x,,, ] vsaj eno niclo, ki jo imenujmo x., torej je
h(z.) = 0. Tedaj je f(x.) —c = h(z.) = 0, kar pomeni f(z.) = c. Ker je interval
[m, 2] vsebovan v intervalu [a, b], je z. € [a,b]. O

Ker zvezna funkcija f na zaprtem intervalu zavzame svoj supremum, ga bomo
imenovali maksimum in oznacevali tudi z max f. Podobno bomo infimum funkcije,
ki ga zavzame, imenovali minimum in oznaéili kot min f.

Definicija 10.5. Funkcija f : D — R je injektivna, Ce za poljubna x1 # 2 iz
D velja f(z1) # f(x2). Funkcijo f : D — E imenujemo surjektivna, Ce je vsak
y € E slika kakega x € D. Surjektivno in injektivno funkcijo f : D — F imenujemo
bijektivna funkcija ali bijekcija.

Naloga. Premislite, da je funkcija f : D — R injektivna natanko tedaj, ko njen
graf seka vsako vzporednico z abscisno osjo kvec¢jemu enkrat. Nadalje premislite,
da je f : D — R surjektivna natanko tedaj, ko njen graf seka vsako vzporednico z
abscisno osjo vsaj enkrat.

Definicija 10.6. Funkcija f : D — R je narascajoca, ¢e za vsaka x1,x5 € D iz
r1 < a9 sledi, da je f(z1) < f(z2). Ce velja pri tem stroga neenakost, pravimo, da
je f strogo maraséajoca.

Podobno pravimo, da je f padajoca, ¢e je f(xz2) < f(x1), kakor hitro je 21 < xa.
Skupno ime za naraScajoce in padajoce funkcije je monotone funkcije.
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Ocitno je vsaka strogo monotona funkcija injektivna. Obratno pa ni vedno res.
Npr. funkcija f : [a,b] — [a,b], definirana z

b, x=a;
fl)=4 =z, z¢€(a,b);
a, T=2»>

je injektivna in ni monotona, ¢e je a < b.

Izrek 10.7. Vsaka zvezna injektivna funkcija f : [a,b] — R je strogo monotona.

o S

T X,

SLIKA 15. Zvezna nemonotona funkcija ne more biti injektivna.

Dokaz. Predpostaviti smemo, da je a < b in f(a) < f(b) (sicer bi nadomestili f z
—f). Naj bo M = max,<z<p f(2) in zpr € [a,b] taka tocka, da je f(zym) = M.
Ce bi bila zj; notranja tocka intervala, se pravi z); € (a,b), potem bi funkcija
f na intervalu [a, x )] zavzela vse vrednosti med f(a) in f(zp) = M (in morda
se kake druge), na intervalu [z7,b] pa vsaj vse vrednosti med f(zpr) in f(b).
Ker je f(a) < f(b), bi torej f na intervalu [a,b] zavzela vsako vrednost iz inter-
vala (f(b), f(zar)) vsaj dvakrat (enkrat na intervalu (a, zps) in enkrat na intervalu
(zar,b)). To bi nasprotovalo injektivnosti funkcije f, razen v primeru, ko je eden od
delnih intervalov (a, zar), (zar, b) prazna mnozica, se pravi xy; = a ali pa zp = b.
Ker je M maksimum funkcije f in f(a) < f(b), pride v potev le xj; = b. Torej
zavzame f svoj maksimum v desnem, svoj minimum pa (s podobnim dokazom) v
levem krajiséu. To pomeni, da je f(a) < f(z) < f(b) za vsak = € (a,b).

Naj bo sedaj x1 < x2 (21,22 € (a,b)). Po tistem, kar smo dokazali v prejsnjem
odstavku, velja f(a) < f(z1) < f(b) in f(a) < f(z2) < f(b). Toda, ¢e uporabimo
sklepanje iz prejsnjega odstavka na interval [a, z2] (namesto intervala [a,b]), spo-
znamo, da je f(a) < f(z1) < f(xz2). To pa pove, da je f strogo narastajoca na
[a,b) in, ker je injektivna na [a,b] in ima v b maksimum, tudi strogo narascajoca
na [a, b]. O
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Definicija 10.8. Naj bo f : D — R bijekcija, kar pomeni, da za vsak y € R
obstaja natanko en tak x € D, da je f(x) = y. Tedaj lahko definiramo funkcijo
f~': R — D takole:

[ y) =2 = y=f(z).

To funkcijo imenujemo inverzna funkcija funkcije f.

Opazimo, da je domena funkcije f~! enako zalogi vrednosti funkcije f, zaloga
vrednosti funkcije ' pa enaka domeni funkcije f.

Naloge. 1. Bodita tp in tg identiéni funkciji na mnozicah D in R (torej
tp(x) = x zavsak © € D in tg(y) = y za vsak y € R). Pokazite, da je

tgof=f in foiwp=f

za vsako funkcijo f: D — R.
2. Pokazite, da je
flof=uw in fof =g
za vsako bijekcijo f : D — R.
3. Pokazite, da je inverzna funkcija strogo naras¢ajoCe funkcije tudi strogo
narascajoca, strogo padajoce pa strogo padajoca.
4. Pokazite, da je vsaka zvezna injektivna funkcija f : R — R monotona.

Za vsako tocko (z, f(x)) na grafu Gy funkcije f, je tocka (f(z), ) na grafu Gy
funkcije £~ (saj je f~1(f(z)) = x) in obratno. To pomeni, da lahko graf funkcije
f~! dobimo iz grafa funkcije f, tako, da vsaki tocki (z,y) zamenjamo koordinati.
Tocki (y,x) in (z,y) sta si simetri¢ni glede na premico y = x, zato lahko dobimo
G -1 kar tako, da Gy prezrcalimo prek te premice.

Xy

Xy

SLIKA 16. Zrcaljenje prek premice y = x
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Zgled 10.9. Inverz exponentne funkcije f(z) = a® (a > 0) imenujemo logaritem z
onsovo a, f~1(z) = log, x. Tukaj je domena funkcije f enaka R, zaloga vrednosti pa
(0,00). Logaritem je zato definiran le na poltraku (0, c0), njegova zaloga vrednosti
pa je R.

Naloge. 1. Kaj je inverzna funkcija potence, f(x) = a"?

2. Pokazite, da je linearna funkcija f(x) = kx + n bijekcija iz R na R natanko
tedaj, ko je k # 0, in da je tedaj f~! tudi linearna funkcija.

3. Izracunajte inverzno funkcijo funkcije f(x) = o3 + 1.

Izrek 10.10. Naj bo f : [a,b] — [c,d] zvezna bijekcija. Potem je tudi inverzna
funkcija f~1 zvezna.

Dokaz. Pokazali bomo, da je f~! zvezna v vsaki notranji tocki ¢ intervala [c, d],
dokaz v robnih tockah je podoben. Po eni prej$njih trditev je f bodisi strogo
naracajoca bodisi strogo padajoca; obravnavali bomo le primer, ko je f strogo
narasCajoca, saj primer padajoce funkcije sledi potem z zamenjavo f v —f. Naj bo
s = f71(t), torej t = f(s). Naj bo € > 0 tako majhen, da je interval (s —¢,s + ¢)
vsebovan v [a,b]. (To je mozno, saj je f~! strogo monotona, zato preslika ¢ v a in
d v b, torej mora (zaradi injektivnosti) preslikati ¢ v notranjo tocko intervala [a, b].)
Funkcija f preslika interval (s — e, s+ ¢) na interval (f(s —¢), f(s+¢)), ki vsebuje
tocko t = f(s), ker je f monotona. Naj bo

d =min{t — f(s—¢), f(s+¢) —t}.

Potem je interval (t —§,t+ &) vsebovan v intervalu (f(s —¢), f(s+¢)), zato ga f~
preslika v interval (s—¢, s+¢). Drugace receno, iz [y—t| < d sledi | f~1(y)—f~1(¢)]
e, kar pove, da je f~! zvezna v tocki t.

1

O A

Naloga. Dokazite, da je inverzna preslikava vsake zvezne bijekcije f : [ — J
tudi zvezna, kjer sta I in J bodisi odprta intervala ali poltraka ali pa cela realna
08.

11. ENAKOMERNA ZVEZNOST

Po definiciji je funkcija f : D — R zvezna v tocki a € D natanko tedaj, ko za
vsak € > 0 obstaja tak § > 0, daza vsak x € D iz |z —a| < § sledi |f(z)— f(a)] < e.
Pri tem je 4 o¢itno odvisen od £; ¢im manjsi je £, tem manjsi mora biti v sploSnem
9, da bo pogoj izpolnjen. Je pa § v splosnem odvisen tudi od a, kot pove naslednji
zgled.

Zgled 11.1. Funkcija f : (0,00) — R, definirana z f(z) = 1, je zvezna v vsaki
tocki a € (0,00). Iz slike lahko opazimo, da je § odvisen od @ in da ne obstaja d, ki
bi bil (pri fiksnem ¢) ustrezen v vseh tockah a € (0, 00). Pokazimo to tudi ra¢unsko.
Pri danem a in € > 0, poglejmo, kaksen sme biti 6 > 0, da bo iz |x — a| < ¢ sledilo
1L —di<e sepravi 2 € (L —¢ L +e) tj.

a a

€ , T
v (1+a5 1—ae

).
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—davato

SLIKA 17. Neenakomerna zveznost

Interval (a — d0,a + 0) mora torej biti vsebovan v intervalu ( , torej za

dolzini teh dveh intervalov velja

_a L)
14+ac’ 1—ae

2 2
26 < __a 2%
l—as 1+as 1—a2e?
Ko gre a proti 0, gre tudi § proti 0, saj je § < a’e, zato noben & > 0 ni ustrezen v
vseh tockah a > 0.

1
< 2a%¢ (Ceje e < ?)

Definicija 11.2. Funkcija f : D — R je enakomerno zvezna, Ce za vsak € > 0
obstaja tak § > 0, daza vse t,xz € D iz |z — t| < J sledi | f(z) — f(t)] < e.

Poanta v tej definiciji je v tem, da je isti 0 ustrezen v vseh tockah ¢t € D. O¢itno
je vsaka enakomerno zvezna funkcija tudi zvezna, presenetljivo pa je, da na zaprtih
intervalih velja tudi obratno:

Izrek 11.3. Vsaka zvezna funkcija f : [a,b] — R je enakomerno zvezna.

Dokaz. Predpostavimo nasprotno, da f ni enakomerno zvezna. Potem obstaja tak
e > 0, da za vsak § > 0 obstajata taka t,x € [a,b], da je |x — t| < §, a kljub
temu | f(z) — f(t)] > e. Ko za § izbiramo zaporedoma 1,%,..., L, ... vidimo, da
obstajajo taki t,,z, € [a,b], da je |z, —t,| < L, a kljub temu |f(z,) — f(tn)| > e.
Naj bo s stekalisée zaporedja (t,). Ker je f zvezna, obstaja tak § > 0, da velja
|f(z) = f(s)| < 5, kakor hitro je |z — s| < d. Ker je s stekalisce zaporedja (t,),
velja neenakost [t, — s| < § za neskonéno mnogo indeksov n. Ker je |z, —t,| < L,
velja za vse dovolj velike take indekse tudi neenakost |x,, —s| < §. Za take n potem

hkrati velja - -
Ftn) = SO < 5 i [f () = f5)] < 5.
Toda od tod sledi, da je
F @)=t = |(F @)= F () +(F(8) = F(t)] < [F@n)=FS)HLFtn)— ()] < e,

kar je v protislovju z zacetno neenakostjo |f(x,) — f(t,)| > €. O
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12. ODVOD IN DIFERENCIAL

Sekanta skozi tocki (z, f(z)) in (x + h, f(z + h)) grafa funkcije f : (a,b) - R
ima smerni koeficient
flx+h) - f(x)

h
Ko gre h proti 0, se ta smerni koeficient priblizuje smernemu koeficientu tangente
na graf v tocki (z, f(z)). Limita teh smernih koeficientov je tako pomembna, da
ima posebno ime in nastopa vsebovsod v matematiki in njeni uporabi.

x+h,f(x+h))

SLKA 18, tgy = LEHIE (o 10y lim, o LEHRIE)

Definicija 12.1. Odvod funkcije f : (a,b) = R v tocki x € (a,b) je
(12.1) f’(x) = lim M

h—0 h
Ce ta limita obstaja, pravimo, da je funkcija f odvedljiva v tocki x. Funkcijo
imenujemo odvedljiva, ¢e je odvedljiva va vsaki tocki svojega definicijskega obmocja
(a,b). (Pri tem dopu¢amo moznost, da je a = —oco ali b = 00.)
Zgled 12.2. Oglejmo si nekaj zgledov odvedljivih funkcij.
(i) Pri funkciji f(z) = 2™, kjer je n € N, imamo
flx+h)—f(x) (x+h)"—a"

h h
1
:ﬁw+m%%+<)ﬁﬁﬁ+m+m—w]

n
2

=nz" 4 h[<;> R L
Torej je

fl(a) = lim [nx”_l + h[(Z) "2+ R =2l
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To bomo na kratko zapisali kar kot
(") = na" 1L
(ii) Pri funkeiji f(z) =sinz, je

f(x+h)— f(x) =sin(x + h) —sinz = sinz cosh + coszsinh — sin z,

zato
flx+h)— f(z) sinh . 1l—cosh sin h . sin®Z
—_— L —(C0ST—— — SINT———— = COST —2sinx )
h h
Ker ze vemo, da je limj,_,o ¥ = 1 in zato
s 2 h < h
sin” & sing ,h
lim 2 = lim 2)22 =,
h—0 h h*}O( % ) 4

sledi, da je f'(x) = cosx. Torej je
sin’ z = cos .

Podobno bi ugotovili, da je
cos' & = —sinz.

(iii) Pri eksponentni funkeciji f(z) = a® (a > 0) imamo

flx+h)— f(z) wah—l
= at
ah—1

Da bi izracunali limy ¢ 45—, vpeljimo m = ﬁ
1. (Ce je namre¢ h = %, kjer je n € N, je a" = {/a, kar gre, kot Ze vemo, proti 1
ko gre n proti co. V sploSnem pa je za majhne pozitivne h, h < %, kjer je n € N

Ko gre h proti 0, gre a” proti

velik, in, e jea > 1,je 0 < a —1 < aw — 1, kar gre proti 0, ker gre n proti oco. Ce
pajeh<0ina>1,je0<1—a" <all—1 (sajj62<ah—|—a7h,kerje2<t+%
za vsak t # 0). Kadar je a € (0,1) pa si pomagamo z zvezo a” = (1)~").) Tore;

. . . h 1 . _ In(1+1) .
gre m proti oo in, ko iz zveze a" — 1 = .- izrazimo h kot h = ——==, dobimo
oah—1 . Ina . Ina Ina
lim = lim ———— = lim ———— = — =Ina.
h=0  h m—oomln(l+.-) moocln(l+ )™ Ine

Pri tem smo molée uporabili dejstvo, daje logaritem zvezna funkcija (kar sledi iz
zveznosti eksponentne funkcije, katere inverz je, zveznost le te pa se reducira na zve-
tnost v tocki 0, kjer uporabimo zvezo limj o a” = 1). Uporabili smo tudi dejstvo,
da je lim;, o0 (1 4+ %)m = e, Ceprav smo ga doslej dokazali le v primeru, ko m tece
po celih $tevilih, tukaj pa Stevila m niso nujno cela. Odpravo te pomanjkljivosti
bomo opisali v navodilu k naslednji nalogi. Potem bo dokazano, da je

(a®) = a”Ina.
Kot poseben primer te formule imamo

() =e".
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Naloga. Za vsak m € R naj bo [m] njegov celi del. Pokazite, da je lim,,— o (1+
Lym = limy, o0 (1 + )™ in da gre razlika (1 + [—711])[7"] — (14 )" proti 0, ko
gre m proti oo, od koder sledi, da je

1 1
li 14+ Y™ = | 14— [m] _ )
o (L 207 = lim (L o =e
(Navodilo. Za dani m > 0 oznacimo n =[m], a =1+ + in b= 1+ --. Potem je
0<a"—b"=(a—b)(a" ' +a"2b+...+ab"?+b"1)

m-—n 1
(1+—-
n

= proti 0, ko gre m proti oo in iz zadnje ocene sledi,

<n(a—b)a"! = L

Ker je m —n € [0,1), gre
da gre a™ — b" proti 0.)

12.1. Lastnosti, ki olajSajo ra¢unanje odvodov. Vsakokratno ra¢unanje od-
vodov po definiciji bi bilo zamudno, zato bomo spoznali nekaj pravil, ki olajsajo to
delo.

Trditev 12.3. Vsota, razlika, produkt in kvocient odvedljivih funkcij so odvedljive
funkcije in velja

(f+9) (@) =f(@)+9' (), (f—9)(x) = f(z) —g'(x)
(f9)' () = f'(x)g(z) + f(2)g'(x), (>)(x) =

Dokaz. Po definiciji odvoda in se$tevanja funkcij imamo

(f +9)/(@) = im (f+9)e+h) = (f+9)(x)

h
. flx+h)— f(x glx+h)—g(x
=t (JEE ZIE) SEEW 2D iy 4 @)= (5 4 ) (@),
h—0 h h
Dokaz za odvod razlike funkcij je podoben in ga bomo opustili.
Oglejmo si sedaj odvod produkta:

(fg)'(z) = lim (f9)(@+h) = (f9)(z)

h—0 h
IS GRS iC) gz +h) — ()
h—0 h

9z +h) + f(2)=—————] = f'(2)9(2) + f(2)g'(2)-

Pri tem smo molce uporabili dejstvo, da gre g(x + h) proti g(x), ko gre h proti 0,
ki pomeni, da je g zvezna. Za dokaz tega dejstva, upoStevajmo, da gre kvocient
M proti ¢’(x), ko gre h proti 0. Ker gre v tem ulomku imenovalec h proti
0, mora konvergirati proti 0 tudi stevec g(x 4+ h) — g(x), sicer ulomek ne bi mogel
konvergirati proti konénemu stevilu.

Koné¢no obravnavajmo Se odvod kvocienta:
flzth) _ f(z)
f

/ _ 1i glz+h) g(x)
(@) = fim £
i [fEHR) = @) e yg@ ) —g(2) 1
= Jim | [ 9(0) — f@) T e
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f'(z)g(x) - f(z)g'(z)
g(z)?

O

Pravilo za odvod produkta, (fg)' = f'g + fg’' imenujemo Leibnizova formula. V
njenem dokazu smo spoznali pomembno dejstvo, ki ga je potrebno navesti posebej:

Trditev 12.4. Vsaka odvedljiva funkcija je zvezna.

Naslednji zgled pove, da obrat te trditve ne velja, ni namre¢ vsaka zvezna funkcija
odvedljiva.

Zgled 12.5. Funkcija f(x) = |z| je zvezna. Ni pa odvedljiva v tocki 0, saj je

FO+h) — £(0) _ [0+h| 0] _|h|_{
h h h

in zato limita teh kvocientov, ko gre h proti 0, ne obstaja. To je razvidno tudi iz

1, h>0;
-1, h<O

SLIKA 19. Funkcija f(z) = |z| v to¢ki £ = 0 nima enoli¢ne tan-
gente, zato tam ni odvedljiva.

slike, saj graf funkcije x — |z| v tocki 2 = 0 nima enoli¢ne tangente.

Zgled 12.6. (i) Poseben primer Leibnizove formule dobimo, ko je ena od funkcij,
recimo g, konstantna, torej g(x) = ¢ za vsak x € R. Tedaj je ¢’(x) =0 za vse z in
pravilo se glasi

(cf)'(z) = cf'(x).

(ii) S pomocjo pravkar navedenega, pravila za odvod vsote in odvod potence
((z")" = naz"~1), lahko odvajamo poljuben polinom p(z) = ag + a1 + azz® + ...+
amr™:

P (x) = ay 4+ 2a02 + ... + may,z™ .

(iii) Pravilo za odvod kvocientov omogoca npr. odvajanje racionalnih funkcij.

Za zgled izra¢unajmo

(x2 -1, 2x(x?+1)—(22-1)(27) 4z

211 (@2 +1)2 RSl
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(iv) Pravilo za odvod kvocienta omogoca tudi izra¢un odvodov trigonometrijskih
funkcij tg in ctg:

, sinz, sin’zcosz —sinzcos’z  cos®x +sinx
tg'r=(——) = > = >
cos T cos® x cos® T
Torej je
/ L. / 1
tg'r = in podobno ctg'z = ————.
cos? x sin® x

Oglejmo si sedaj Se, kako se odvaja kompozitum dveh funkcij.

Trditev 12.7. Odvod kompozituma g o f dveh odvedljivih funkcij se izraZa kot
(9o f)(z)=g'(f(z))f (z).

Dokaz. Oznacimo u = f(x) ink = f(x+h)— f(z). Potem je f(x+h) = f(z)+k =
u + k in lahko zapiSemo, kadar je k # 0,

(go f)(z+h) = (g0 f)(h)
h
_9(f(z+h) —g(f(@)) _ glutk)—g(u) flz+h)— flz)

h k h
Ta enakost velja tudi v primeru k = 0, ¢e interpretiramo kvocient
0. Ko gre h proti 0, gre tudi k proti 0 (ker so odvedljive funkcije zvezne), zato

gre izraz na skrajni desni strani gornje formule proti ¢'(u)f’(x), kar je bilo treba
dokazati. 0O

aluth)=glu) | o

Formulo za odvod kompozituma izgleda naravno, ¢e jo zapiSemo z Leibnizovimi
oznakami za odvode. Spremembo h neodvisne spremenljivke x je v navadi oznaciti
tudi z Az in z dz; spremembo funkcijske vrednosti y = f(z) pa z Ay, torej Ay =

f(z+ h) — f(x). Diferencni kvocient w lahko potem zapisemo kot
Ay
Az’
Odvod f’ oznac¢imo kot %, torej je
dy Ay
—(z) = lim —(x).
dx (z) A0 Azx (z)
Pri tem si predstavljamo % kot kvocient dveh “infinitezimalno majhnih” kolic¢in.
Pri kompozitumu g o f dveh funkcij, ozna¢imo v = f(z) in y = g(f(z)) = g(u),
tako, da je y posredna funkcija spremenljivke x, namre¢ prek spremenljivke wu.
Pravilo za odvod posredne funkcije lahko sedaj na kratko zapisemo kot

W) = L () 2 )
oziroma, ¢e opustimo pisanje spremenljivk, kar kot
dy dydu
dr ~ dudz’

Ce bi tukaj oznake pomenile ulomke, bi bilo pravilo o¢itno, saj bi se du pokrajsal,
vendar pa ne gre za kvociente, temvec¢ za limite kvocientov.
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Zgled 12.8. Funkcijo y = 5% imamo lahko za posredno funkcijo in sicer kot

. . . _ . . . . . dy _d du __
y = e", kjer je u = sinz. Po pravilu za posredno odvajanje je 72 = J-e"o%

sin x

e“cosw = ¥ ¥ cos .
Podobno lahko izra¢unate, da je (cos(z® — 2x)) = —(3z% — 2) sin(23 — 27).

12.2. Diferencial. Oznacimo

(12.2) n(z,h) =

fa+h) - 1@
PEE I .

Po definiciji odvoda, je

Lim (2, h) = 0.

Iz (12.2) lahko izrazimo

(12.3) flx+h) = f(z) = f'(2)h+n(z,h)h.

Ker gre pri tem (pri fiksnem x) izraz n(x, h) proti 0, ko gre h proti 0, je za majhne
h produkt n(z, h)h majhen v primerjavi s h in tako tudi v primerjavi z f’(x)h, e je
f'(z) #0. Tedaj je f'(x)h dober priblizek za spremembo f(x+ h) — f(z) vrednosti
funkcije f. Pri fiksnem x je funkcija h — f/(z)h linearna, imenujemo jo diferencial
funkcije f v tocki x.

Definicija 12.9. Diferencial odvedljive funkcije f v tocki x je funkcija iz R v R,
definirana z

i f'(2)h.

X x+dx

SLIKA 20. Diferencial in sprememba funkcijske vrednosti

V navadi je pisati de = h, Ay = f(x + h) — f(z) in dy = f'(x) dz. Potem lahko
enakost (12.3) zapisemo kot

(12.4) Ay = f'(z)dz + o(x, dx) = dy + o(x, dz),

kjer smo oznaéili o(z, dx) = n(z,dx) dx. Za majhne dz je “ostanek” o(z,dx) maj-
hen v primerjavi z dzr in diferencial dy je tedaj dober priblizek za spremembo Ay
vrednosti funkcije v smislu, da je razlika Ay — dy majhna v primerjavi z dz. Na-
tancneje, limg,_so Az;dy = 0. To dejstvo lahko izkoristimo za ra¢unanje pribliznih
vrednosti funkcij.
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Zgled 12.10. Za koliko se spremeni prostornina krogle, ¢e povec¢amo njen polmer
1

22 105 ¢ 3

Prostornina krogle s polmerom r je V = %mﬂ?’. Ce polmer povecamo za dr, je

§prememba prostornine AV = 4r[(r+dr)3 —r3]. Relativna sprememba prostornine

Je

AV (r+dr)d =13 dr 4 1
— =t =(14+—)"=-1=(14 —=)° — 1 = 0.003003001.
\%4 r3 (1+ r ) (1+ 1000)
Diferencial pa je dV = V'(r) dr = 4rr? dr, zato je z diferencialom ocenjena relativna
sprememba prostornine
AV 4nr? dr
S = = 3% = 3.0.001 = 0.003.
%4 gmrd T
Naloga. Izracunajte, brez uporabe naprav, priblizno vrednost za sin46°. (Na-
vodilo: sin(x + h) ~ sinz + cos h, kjer je v =45° = T in h = 1° = 155.)
Nalogi. 1. Za funkcijo, definirano na zaprtem intervalu [a, b], smiselno defini-
rajte pojem odvoda z desne v tocki a in odvoda z leve v tocki b.
2. Pot delca po premici naj se s ¢asom ¢ spreminja kot s = 3 —t2+¢. Izracunajte
povprecno hitrost delca med trenutkoma ¢ = 0 in ¢ = 1 ter njegovo trenutno hitrost
- _1
v casut = 3.

13. FUNKCIJA IN NJEN ODVOD

Iz slike je razvidno, da je tam, kjer zavzame odvedljiva funkcija f svoj maksimum
ali pa minimu, tangenta na graf vodoravna, torej odvod enak 0. Skupno ime za
minimum in maksimum je ekstrem. V mislih imamo lokalne ekstreme: Funkcija f
ima v tocki a lokalni ekstrem, ¢e obstaja tak § > 0, da je bodisi f(a) < f(z) za
vse ¢ € (a — d,a + §) (tedaj je v a lokalni minimum) bodisi f(a) > f(x) za vse
z € (a—0,a+9) (tedaj je v a lokalni maksimum).

f)z0
flla)=0

-
r'®)=0

SLIKA 21. V tockah, kjer je lokalni ekstrem, je tangenta vzporedna
z abscisno osjo.

Velja torej naslednja lemas:

Lema 13.1. Ce ima odvedljiva funkcija f v tocki a lokalni ekstrem, je f'(a) = 0.
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Dokaz. Ce je v a lokalni minimum, je za dovolj majhne |h| izraz M ne-
negativen za pozitivne h in nepozitiven za negativne h (saj je Stevec nenegativen),
zato je edina mogoca limita, ko gre h proti 0, enaka 0. Podoben je dokaz v primeru,
ko je v a lokalni maksimum. (Il

Izrek 13.2. (Rollejev izrek) Naj bo a < b in f : [a,b] — R zvezna funkcija, ki naj
bo odvedljiva na odprtem intervalu (a,b). Ce je f(b) = f(a), potem obstaja taka
tocka & € (a,b), da je f'(§) =0.

Dokaz. Ker je f zvezna, obstajata taki tocki a,,,z € [a,b], da je

flam) =mi= min f(x) in flaa) = M = max f()

Ce je katera od tock &,z vsebovana v odprtem intervalu (a,b), je po prejsnji
lemi tam odvod funkcije f enak 0, in tedaj lahko vzamemo £ = z,, ali pa £ = ;.
je po predpostavki f(a) = f(b), je tedaj M = m, kar pomeni, da je funkcija f
konstantna. Tedaj je njen odvod identi¢no enak 0 in za ¢ lahko vzamemo katerokoli
tocko intervala (a, b). O

Ce v Rollejevem izreku opustimo predpostavko, da je f(b) = f(a), zakljuéek

izreka ne velja vet. Pac pa se zdi, ko opazujemo tangento v razlicnih tockah grafa,

f(b) = f(a)

1©O="=0

f(b)-f(a)

b-a

Izrek 13.3. (Lagrangeov izrek) Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija, ki naj bo
odvedljiva na odprtem intervalu (a,b), kjer naj bo a < b. Obstaja taka tocka & €

(a,b), da je
(1.1 e = = Tta)

Dokaz. Izrek bomo reducirali na Rollejev izrek tako, da bomo obravnavali novo
funkcijo
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kjer bomo izbrali konstanto k tako, da bo funkcija g zadoscala pogoju Rollejevega
izreka, tj. g(b) = g(a). Veljati mora torej

f(b) — kb= f(a) — ka,
od koder sledi

f(b) — f(a)
13.2 = —
(13.2) k —
Po Rollgjevem izreku obstaja tak £ € (a,b), da je ¢'(£) = 0, se pravi f'(§) — k = 0.
Od tod sledi k£ = f/(£) in nato po (13.2) se (13.1). O

Lagrangov izrek smo izpeljali iz Rollejevega, a je Rollejev le poseben primer

Lagrangeovega, saj je w =0, ce je f(b) = f(a).

Posledica 13.4. Edine funkcije na intervalu (a,b), ki imajo odvod identicno enak
0, so konstante.

Dokaz. Vzemimo poljubna z7 < z2 iz intervala (a,b) in uporabimo Lagrangeov
izrek na intervalu [z1, x2]: obstaja tak £ € (z1,22), da je

el 2 1) _ g~

Od tod sledi, da je f(z2) = f(x1). Ker velja to za vsaki dve tocki intervala (a,b),
je f na njem konstanta. O

Posledica 13.5. Ce je na kakem intervalu (a,b) odvod funkcije f nenegativen
(pozitiven), je funkcija na tem intervalu nara$éajoéa (strogo naraséajoca). Ce pa
je odvod nepozitiven (negativen), je funkcija padajoca (strogo padajoca,).

Dokaz. Za poljubna z7 < xo iz intervala (a,b) uporabimo Lagrangeov izrek na
intervalu [z1,x2]: obstaja tak £ € (z1,22), da je

flx2) = f(x1) = f1(€)(z2 — 21).

Ce je odvod f' pozitiven na intervalu (a, b), je f'(€) > 0 insledi, da je f(z2) > f(z1),
kar pomeni, da je funkcija f strogo narasScajoca. Podobno dokazemo tudi druge
trditve posledice. ([l

Tocke, v katerih je odvod enak 0, imenujemo kriticne ali stacionarne tocke funk-
cije. Lokalni ekstremi so med njimi, ni pa vsaka kriticna tocka lokalni ekstrem.
Npr. za funkcijo f(z) = 2 je 0 stacionarna tocka, a ni lokalni ekstrem, saj je ta
funkcija povsod strogo narascajoca.

Ce pa je kritiéna tocka ¢ funkcije f taka, da v njej odvod f’ spremeni predznak,
potem je v ¢ lokalni ekstrem:

Trditev 13.6. Predpostavimo, da je f'(c) = 0. Ce je za kak § > 0 odvod f'
negativen na intervalu (¢ — 9§, ¢), na intervalu (¢, c+0) pa pozitiven, potem ima f v
tocki ¢ lokalni minimum. Ce pa je f' pozitiven na intervalu (¢ —6,c¢), na intervalu
(¢,c+ 0) pa negativen, potem ima [ v ¢ lokalni maksimum.
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Dokaz. Cejeodvod f’ negativen na intervalu (c—d, c), je funkcija f na tem intervalu
strogo padajoca. Ce je Se f’ pozitiven na intervalu (¢, c+4), je funkcija f tam strogo
narascajoca. Kadar sta izpolnjena oba pogoja, ima torej v ¢ lokalni minimum.
Dokaz za lokalni maksimum je podoben. ([

Zgled 13.7. Dolocimo ekstreme funkcije f(x) = %x‘g + 222 4 3z + 1. Niéli odvoda

flix)=a® +42+3= (2 +3)(z+1)

sta —3in —1. Zaxz < =3 je f'(x) > 0,zax € (—3,—1) paje f'(x) < 0, zato je v —3
lokalni maksimum, ki znasa f(—3) = 1. Za z > —1 je f’(x) > 0 in, ker je nekoliko

levo od —1 odvod negativen, je v v —1 lokalni minimum, ki znasa f(—1) = —1.

SLIKA 23. Graf polinoma p(z) = 2% 4 222 4+ 3z + 1

Naloge. 1. Dologite nicle in ekstreme polinoma p(z) = 2(x + 1)(x — 1)? ter
nariSite njegov graf.
2. Dokazite s pomocjo Lagrangeovega izreka, da velja
[sinf8 —sinal < |8 — «

za poljubna a, 5 € R.

3. Naj bo f: R — R taka funkcija, da je |f/(z)| < 1 za vsak x € R. Dokazite, da
sta potem sliki f(z) in f(¢) poljubnih dveh toc¢k x in ¢ med seboj manj oddaljeni,
kot sta med seboj oddaljena originala x in t.

13.1. L’Hospitalovo pravilo. Imamo odvedljivi funkciji f in g, ki imata skupno
niclo a. Izra¢unati zelimo

[z
13.3 lim —=.
(18.3) v—a g(x)
Z uporabo Lagrangeovega izreka za funkcijo f na intervalu [a, 2] lahko zapisemo
f@) = fla) + f(§)(z — a) = f/(§)(z — a), Kjer je { € (a,2).
Podobno je
9(z) = g'(n)(x — a), kjer je n € (a, ).
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Ko gre x proti a, morata tudi £ in ) konvergirati proti a, saj sta vedno med a in z,
zato sledi, da je

!/
(13.4) lim &) _ f,(a),
a=a g(z)  g'(a)
¢e sta odvoda f’ in g’ zvezna v tocki a. Ce izraz f(a)/g(a) ni nedoloen, smo s tem
izracunali limito (13.3). Da se dokazati splosnejse L’Hospitalovo pravilo:

lim M = lim (@)
z—a g(x) T—a g’(gj)

ki velja tudi v primeru, ko je izraz f'(a)/g’(a) nedolo¢en (npr. 0/0).

)

Naloga. Dokazite, da velja (13.4) tudi v primeru, ko gresta f(z) in g(x) oba
1

proti oo, ko gre x proti a. (Namig;: % =4)
7
Zgled 13.8. Za poljubni konstanti a in b imamo
bx __ pax b bx _ ax
hme € = lim © ac =b—a.
z—0 x z—0 1

Naloga. Izracunajte:
: : l—cosx.

(1) hmw—)O ox2 )

N 1 tg 3z

(if) lim,—, z “E°F.

13.2. Odvod inverzne funkcije. Predpostavimo, da je f : [a,b] — R zvezna
funkcija, katere odvod na intervalu (a,b) je tudi zvezen in povsod razlicen od 0.
Potem je odvod f’ bodisi povsod pozitiven bodisi povsod negativen na (a,b). Ce bi
namre¢ bil v dveh toc¢kah 1, 29 nasprotno predznacen, bi imel na intervalu (x1, z2)
nic¢lo, predpostavili pa smo, da je povsod razli¢en od 0. Privzemimo, da je f’ povsod
na (a,b) pozitiven (Ce je negativen, lahko namesto f obravnavamo —f). Potem je
f strogo narascajoca funkcija in preslika interval [a, b] bijektivno na interval [c, d],
kjer je c = f(a) in d = f(b). Vemo Ze, da je inverzna funkcija f=* : [¢,d] — [a, ]
zvezna, sedaj pa bi radi dokazali, da je odvedljiva na intervalu (c, d).
Za poljuben y € (¢, d) torej zelimo ugotoviti, ali obstaja

TNy + k) - )
(13.5) ]113%) ’ .

Oznaéimo x = f~1(y)in h = f~Y(y+ k) — f(y); potem jey = f(z) iny + k =
f(x+h), torej k= f(x+h)—y = f(x+h)— f(z). Ker je f~! zvezna funkcija, gre
h proti 0, ko gre k proti 0. Limito (13.5) lahko zato napisemo kot
- h (flath) = f@\ 1
h—0 f(x +h) — f(z) h Cf(x)
S tem spo pokazali, da je f~1 odvedljiva funkcija in velja
1
YW = s
VW= )
V navadi je tudi argument funkcije f~! oznagiti kar z z, tako, da smo skoraj v
celoti dokazali naslednji izrek:
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Izrek 13.9. Naj bo f : (a,b) = R (kjer dopuséamo moznost, da je a = —oo ali
b = c0) funkcija z zveznim odvodom f', ki naj nima nobene nicle. Potem obstaja
inverzna funkcija f=1: f(a,b) — (a,b), ki ima tudi zvezen odvod, in sicer je

1
13.6 R A T —
Dokaz. Gornji razmislek lahko uporabimo na vsakem zaprtem intervalu [A, B] C
(a,b). Ker je f strogo monotona, je bijekcija na svojo zalogo vrednosti f(a,b) in je
zato inverzna funkcija f~! definirana povsod na f(a,b). O

Zgled 13.10. Inverzna funkcija od funkcije f(x) = a® (a > 0) je f~1(x) = log, .
Po formuli (13.6) je

logl o = (1) (a) = 1 :

- f(f~Y(z)) a@°%®lna xlna’
V posebej pomembnem primeru, ko je a = e, se ta formula glasi
1

In'z==.
T

Zgled 13.11. Odvod potence z", ko je 7 € N, ze poznamo, sedaj pa lahko dolo¢imo
odvod za splosen r € R. Funkcijo f(x) = 2" namre¢ lahko izrazimo kot posredno
funkcijo

"= (M) = "% — " Kjer je u = Inw.
Po pravilu za posredno odvajanje imamo
1

rlnzl

(") =re™u =re =rg" = =rz" L
x
13.3. Ciklometri¢ne funkcije.
Zgled 13.12. (i) Funkcija sin : [-5, 5] — [~1,1] je narascajoca bijekcija, njej
inverzno funkcijo
. T
arcsin : [—-1,1] = [-=, =]
2°2
imenujemo arkus sinus. Po formuli za odvod inverzne funkcije je
1 1

arcsin’ x =

cosarcsinz /1 — (sinarcsinz)?
Ker je sinarcsin x = x, dobimo
1

V1—a2

(ii) Funkcija cos : [0, 7] — [—1,1] je padajoca bijekcija. Njej inverzna funkcija

(13.7) arcsin’ x =

arccos : [—1,1] — [0, 7],

arkus kosinus ima odvod
1

V1—22’

kar pove podoben razmislek kot zoraj pri arkus sinusu. Ko sestejemo formuli (13.7)

(13.8) arccos’ T = —
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sinz

y=X

SLIKA 24. Grafa funkcij arkus sinus in sinus sta si simetri¢na glede
na premico y = .

COS 1

SLIKA 25. Grafa funkcij arkus kosinus in kosinus sta si simetri¢na
glede na premico y = x.

in (13.8), dobimo [arcsin z + arccos z]’ = 0. To ni presenetljivo, saj je

(13.9) arcsinz + arccosx = g

Ce namre¢ oznaéimo a = arcsinz in § = arccosz, je © = sina in & = cosff =
sin(5 — (). Ker je pri tem a € [, 5] in 8 € [0, 7] (torej § — B € [-F, T]), sledi,
da je « = § — f3, kar je nekoliko drugace zapisana identiteta (13.9).

(iii) Inverzna funkcija od tg : (=5,5) — R je arkus tangens, arctg : R —

(=%, %)- Njen odvod je (spet bomo uporabili parvilo za odvod inverzne funkcije in

dejstvo, da je tg'z =

cos? ¢ )

1
1+ (tg (arctgx))?”

arctg 'z = cos® arctgx =
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7/

arcctg a

/

/

SLIKA 27. Grafa funkcij arkus kotangens in kotangens.

Torej

arctg’z = el
x

(iv) Arkus kotangens, inverzna funkcija kotangensa, ctg : (0,7) — R, preslika
realno os R na interval (0, 7). Izra¢un njenega odvoda,

1

arcctg 'z = i
T

pa bomo pustili za vajo.
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14. VISJI ODVODI IN KONVEKSNOST
Odvod f’ funkcije f je funkcija. Ce je odvedljiva, jo lahko odvajamo itd.

Definicija 14.1. Drugi odvod funkcije f je definiran kot
=Y.

Tretji odvod je definiran kot
O ="

Z indukcijo lahko definiramo
f = (fDY (n=1,2,3,...).

Dodatno definiramo f(©) = f. Druga oznaka za n-ti odvod, kadar ozna¢imo y =
f(x), je #, torej

Y _ )

dan £

Zgled 14.2. (i) Za funkcijo f(z) = sin 2z je
f'(z) =2cos 2z, f"(z) = —2%sin2z, fO(z) = —2%cos2z, fP(z) =2%sin2z,....
(ii) Za funkcijo f(z) = Inz pa je
@)= = O = 5 SO = 22
V splosnem je f(™(z) = (—1)”*1%.
Drugi odvod lahko pomaga pri dolo¢anju ekstremov.
Trditev 14.3. Predpostavimo, da je [ dvakrat zvezno odvedljiva funkcija (se pravi,

da je f" wezna funkcija) in da je f'(a) = 0. Ce je f"(a) > 0, je v a lokalni
minimum; ¢e pa je f"(a) <0, je v a lokalni maksimum funkcije f.

Dokaz. Ce je f"(a) > 0, je zaradi zveznosti f”(x) > 0 za vse = na kakem dovolj
majhnem intervalu okrog a, zato je tam f’ strogo narastajoca funkcija. Ker je
f'(a) = 0, mora biti potem f'(z) < 0za z < ain f'(z) > 0 za © > a (obakrat
gledamo le x na dovolj majhnem intervalu okrog a). Po trditvi 13.6 ima tedaj f v
tocki a lokalni minimum. Dokaz za lokalni maksimum je podoben. (]

Zgled 14.4. Dolo¢imo ekstreme polinoma f(x) = 23 — 322 — 92 + 3. Prvi odvod je
fl(x) =32% =62 —9=3(x—3)(z+1),
njegovi nicli sta —1 in 3. Drugi odvod je
f"(x) = 6z — 6.

Ker je f”(—1) = —12 < 0, je v —1 lokalni maksimum, ki znasa f(—1) = 8. Ker je
f7(3) =12 > 0, je v 3 lokalni minimum, in sicer je f(3) = —24.

Ko gre = proti oo, prevlada ¢len 2® nad drugimi éleni, zato gre f(x) proti oo.
Podobno gre f(x) proti —oo, ko gre x proti —oo. Grafa te funkcije ni tezko narisati.
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SLIKA 28. Graf polinoma f(r) = 23 — 322 — 9z + 3

Zgled 14.5. (Princip najmanjsih kvadratov) Ko n-krat izmerimo neko koli¢ino,
dobimo (zaradi napak pri merjenju) n rezultatov ai,as,...,a,, ki se nekoliko raz-
likujejo med seboj. Kaj je najbolj smiselno vzeti za vrednost koli¢ine?

Vrednost x bi radi dolo¢ili tako, da bi se kar najbolj prilegala rezultatom vseh n
meritev. Mozen kriterij bi bil, da je vsota vseh odstopnanj, tj. |[t—ai|+...+|z—an],
minimalna. Pritem smo morali vzeti absolutno vrednost, saj moramo na enak nac¢in
upostevati odstopanja navzgor in navzdol. Ker pa funkcija z — |z| ni odvedljiva,
bi bilo z vsoto vseh odstopanj nerodno racunati, zato jo bomo raje nadomestili z

fx)=(z—a)*+...+ (x —an)>
Dolociti torej zelimo x tako, da bo ta funkcija f imela minimum. Iz pogoja
flx)=2@x—a)+...+2(x—a,) =0

dobimi
1
Ty = E(al—&—...—&—an),
kar je povprecje vseh izmerjenih vrednosti aq,...,a,. Ker je f/ =2n > 0, je v

tocki x,, lokalni minimum funkcije f. Ta minimum je dejansko globalni, saj je
f kvadratna funkcija, katere graf je navzgor obrnjena parabola, in ima najmanjso
vrednost v temenu.

14.1. Konveksnost, konkavnost in prevoji.

Definicija 14.6. Funkcija f : (a,b) — R je konveksna, Ce je za poljubna z; <
X2 iz intervala (a,b) graf funkcije f na intervalu (z1,x2) pod sekanto skozi tocki
(z1, f(x1)) in (a2, f(x2)). Iz enacbe premice skozi ti dve tocki sledi, da lahko
definicijo konveksnosti zapisemo kot

z9) — f(z .
(14.1) f(z) < f(ffl)‘f‘%(x—fl), e je 71 <z <wx (71,72 € (a,b)).
2 =T
Ce velja pri tem v (14.1) stroga neenakost, pravimo, da je f strogo konveksna.
Funkcija f je konkavna, ¢e je —f konveksna; drugace povedano, v (14.1) je treba

pri definiciji konkavnosti znak < spremeniti v >.
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SLikA 29. Konveksna funkcija

Pogoj konveksnosti (14.1) lahko napisemo kot
flx) — f(z1) < f(@2) = fz1)

xr— I - XTo — I

(14.2)

, Cejex) <x <2,

To pomeni, da je sekanta skozi (z1, f(2z1)) in (z, f(x)) manj strma kot sekanta skozi
(1, f(z1)) in (22, f(x2)). Iz slike vidimo, da je potem sekanta skozi (z, f(x)) in
(z2, f(x2)) bolj strma od tiste skozi (x1, f(x1)) in (z, f(z)), tore]

f(x) — f(x1) < f(x2) — f(2)

Lema 14.7. Pogoja (14.2) in (14.3) sta ekvivalentna.

(14.3)

, Cejexr) <z < xo.

Dokaz. Pogoj (14.2) lahko zapisemo kot f(z) < f(acg)—i—%(x—xg) oziroma
fxo) = fz1) _ flx2) = f(2)

To — I - To — X
Iz (14.2) in (14.4) pa ocitno sledi (14.3).

Za dokaz v obratno smer, zapisemo (14.3) najprej kot (x2 —x1) f(x) < f(z2)(z—
x1) + f(x1)(z2 — ), kar lahko preoblikujemo v (z2 — z1) f(z) < f(x1)(z2 — z1) —
f(x1)(z —z1) + f(a2)(x — x1), torej tudi v f(z) < f(z1) + %(aj — 1), kar
je ravno pogoj (14.1), za katerega ze vemo, da je ekvivalenten z (14.2). a

(14.4)

, Cejexy <<,

Ce uporabimo neenakost (14.2) za & < x2 < 3 namesto x1 < x < x2, dobimo

fs) = f@) _ flas) = ()

X9 — X - T3 — X

)

kar pomeni, da diferenéni kvocienti

f(t) = fl=z)

t—x
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pri fiksnem x padajo (kot funkcije spremenljivke t). Iz ocene (14.3) (kamor vstavimo

t namesto x2) pa sledi, da so ti diferen¢ni kvocienti navzdol omejeni z el

torej mora obstajati

To pomeni, da je f odvedljiva z desne strani. Podoben argument pokaze, da je
odvedljiva tudi z leve in sicer velja

(D~ f)(z) = lim L& =S®

Jtim B2 < (0 (),

kot sledi iz (14.3). Ker je f v tocki « odvedljiva z leve in desne, je zvezna z leve in
desne, torej zvezna. Tako smo dokazali naslednjo lemo:

Lema 14.8. Vsaka konveksna funkcija f : (a,b) — R je v vsaki tocki z € (a,b)
odvedljiva z leve in z desne strani ter zvezna.

Kot pove primer funkcije 2 — |z|, pa konveksna funkcija ni nujno odvedljiva
(Ceprav je odvedljiva z leve in desne).

/

N

SLIKA 30. Konveksna funkcija je povsod nad svojimi tangentami

Oznacimo sedaj
M) = (0 ) = o HG T,

Potem za t > x velja
(14.5) f(t) = M(z)(t —z) + f(z).

Kot smo ze omenili, iz (14.3) sledi, da za t < z velja W < M(z), od koder
sledi, da neenakost (14.5) velja tudi za ¢ < z. S tem smo v eno smer dokazali
naslednjo trditev:
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Trditev 14.9. Funkcija f : (a,b) — R je konveksna natanko tedaj, ko za vsak
x € (a,b) obstaja tak M(x) € R, da velja (14.5), kar pomeni, da je za vsak x € (a,b)
graf funkcije f nad premico y(t) = M(z)(t — x) + f(x). (Ce je f odvedljiva v z, je
M(z) = f'(x) in ta premica je tedaj kar tangenta na graf v tocki x.)

Dokaz. Dokazati moramo le Se, da iz pogoja (14.5) sledi konveksnost funkceije f, tj.,
da velja pogoj (14.1) za poljubne tri tocke 21 < x < x4 iz intervala (a,b). Najprej
bomo x izrazili kot konveksno kombinacijo tock x1 in x4, to je kot

x = sx1 + (1 — 8)xa,

_”1; tedaj je 1 —s =

T—x1
T2—T1

kjer je s € [0,1]. To velja za s = ;2=
(14.1) lahko sedaj napisemo kot

(14.6) f(sz1+ (1 —s)z2) < sf(x1) + (1 —8)f(z2).

Oznacimo sedaj M (z) kar z M (ker bo z fiksen) in napisimo pogoj (14.5) za ¢t = x4
int=uxs:

. Pogoj konveksnosti

f(@1) = M(z1 —z) + f(z), f(x2) = M(xs —2) + f(2).

Ko prvo od teh neenakosti pomnozimo z s, drugo pa z 1 — s in ju nato seStejemo,
dobimo

sf(x1) + (1= s)f(x2) = M(sz1 + (1 = s)z2) — Mo + f(z) = f(2),
kar je ravno pogoj (14.6) konveksnosti. O
Izrek 14.10. Ceje f(2) > 0 za vsak x € (a,b), je f na intervalu (a,b) konveksna;

¢e velja pri tem stroga neenakost >, je f strogo konveksna. Ce pa je f"(x) <0, je
f konkavna (strogo konkavna, kadar velja <).

Dokaz. Omejili se bomo na konveksnost, saj so dokazi ostalih izjav podobni. Po
trditvi (14.9) zadosca dokazati, da za poljubna x # t iz intervala (a,b) velja

(14.7) ft) = f1(@)(t = 2) + f(2).

Po Lagrangeovem izreku obstaja tak £ € (z,t), da je

f@&) = f1(E)t —2) + f(a).

Ker je f” > 0, je f’ narascajoca funkcija, torej je f/(§) > f/(z), kadar je t > x (sa]
je tedaj & > ). Tedaj je f(t) = f'(§)(t —z)+ f(x) > f'(x)(t —2)+ f(z). Zat < x
pa je f'(§) < f'(z), vendar je tedaj t — z < 0, zato velja neenakost (14.7) tudi v
tem primeru. ([l

Definicija 14.11. Ce obstaja kak tak § > 0, da je na intervalu (¢ — d, ¢) funkcija
f strogo konveksna, na intervalu (c,c 4+ 0) pa strogo konkavna, ali pa obratno,
pravimo, da je v tocki ¢ prevoj funkcije f.

Trditev 14.12. Ce je v tocki ¢ prevoj dvakrat zvezno odvedljive funkcije f, je
f'(c)=0
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Dokaz. Predpostavimo, da je f” # 0, npr. f” > 0. Zaradi zveznosti obstaja potem
tak 0 > 0, da je na intervalu (¢ — 4, ¢ + 9) funkcija pozitivna. Po prejsnji trditvi je
zato tedaj f na celotnem intervalu (¢ — d, ¢ + §) strogo konveksna, kar nasprotuje
dejstvu, da je v ¢ prevoj. [

Zgled 14.13. (i) Eksponentna funkcija f(x) = a® (a > 0, a # 1) je strogo konve-
ksna, saj je f”(z) = a®(Ina)? > 0 za vsak = € R.

(ii) Ce je a > 0, je funkcija f(x) = log,x konkavna, sa je f”(z) = ——1— <0
za vse x € (0,00).

(iii) Pois¢imo prevoje funkcije f(z) = xze 7.

Prvi odvod je f/(z) = (1 — 2)e™?, drugi odvod pa

J'(@) = (@ - 2)e .

Edina nicla drugega odvoda je 2. Ker v tocki 2 f” spremeni predznak, je tam res
prevoj.

SLIKA 31. Graf funkcije f(z) = xze™®

Naloge. 1. Dolocite ekstreme in prevoje ter obmocja konveksnosti in konkav-
nosti za funkcijo f(z) = e‘é(’”_“)i kjer je a konstanta. Nato narisite Se njen graf.

2. Dokazite, da sta odvod z leve in odvod z desne konveksne funkcije narascajoci
funkciji.

3. Ali je vsaka konveksna funkcija f : [a,b] — R zvezna?

15. HIPERBOLICNE IN NJIM INVERZNE FUNKCILJE

Definicija 15.1. Funkcije hiperbolicni sinus, kosinus, tangens in kotangens so de-
finirane takole:

1
shz = i(ex —e "),

1
chz = i(e” +e™ %),
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shz et —e "

the = — = ———

chz e® +e %’

1 xr —T

ctho = L _ EFe

thz e*—e®
Zakaj imajo te funkcije imena, ki spominjajo na trigonometrijo? Zato, ker imajo
v hiperboli¢ni geometriji podobno vlogo kot navadne trigonometrijske funkcije v
evklidki geometriji, vendar tega tukaj ne bomo podrobneje pojasnevali. Oc¢itne pa

bodo nekatere podobnosti z lastnostmi navadnih trigonometrijskih funkcij. Npr.
sh’z =chz, in ch’z =shuz.

Ker je chz otitno vedno pozitivna funkcija, to pove, da je sh strogo naraScajoca
funkcija. Nadalje je 0 edina nic¢la funkcije sh, torej resitev enacbe e” = e™*, se pravi
enacbe e?* = 1. Zato je edini mozni ekstrem funkcije ch v 0. Ker jech”z = chz > 0
za vsak z, je v 0 minimum funkcije ch in funkcija ch je povsod konveksna. Ko gre
x proti oo, gresta tako chz kot shax proti co. Podobno kot navaden, je tudi
hiperboli¢ni kosinus soda funkeija, tj. ch(—z) = ch(z). Hiperboli¢ni sinus pa je
liha funkcija, tj. sh (—xz) = —shz. Na podlagi vseh teh podatkov ni tezko skicirati
njuna grafa.

SLIKA 32. Grafa hiperboli¢nih sinusa in kosinusa

Vemo, da je sin® z + cos® z = 1. Kaj pa je sh?z 4+ ch2z? Imamo

x _ ,—x 2 T —z\ 2
sh2x+ch2:c<e2e) +<6+26>

621’ + 6721 — 2eTe™ T 62:v + 672x + 2eTe— T 62x + 6721

4 4 - 2

Torej velja
ch?z + sh 2z = ch 2z,
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kar je analogija znane trigonometrijske formule cos? z—sin? z = cos 2z. Izra¢unajmo

Se
2 2
€T + e 7T et — e %
h2r —sh?x = e e ) (e
ch“x —sh“x ( 5 B
B 62.70 +e—2r — 2e%Te™ % eQm +e—21 +2€me—r _é
N 4 4 4
Torej je

ch?z —sh?z =1,

kar je analogija trigonometrijske formule cos? z + sin® z = 1.
Za funkcijo th opazimo, da je liha in da velja

et —e ” 1—e 2
lim thx = llim ——— = lim ———— =1,
T—00 z—o0 e¥ + e~ z—oo 1+ e2%
torej ima vodoravno asimptoti y = 1 in (ker je liha) y = —1. Nadalje je th strogo
nara8cajoca funkcija, saj je njen odvod
shz ch?z —sh?z 1
th /.’[ == (7)/ = =
chx ch?z ch 2z

vedno pozitiven. V tocki 0 ima (kot vsaka liha funkcija) vrednost 0. Sedaj ze lahko

narisemo njen graf in na njegovi podlagi tudi graf funkcije cthz = ﬁ

SLIKA 33. Graf hiperboli¢nega tangensa in hiperboli¢nega kotangensa

Funkciji sh in th sta strogo naras¢ajoci, zato bomo poiskali njuni inverzni funk-
ciji. Inverzno funkcijo hiperboli¢nega sinusa imenujemo hiperboli¢ni arkus sinus in
oznacimo z arsh. Ker je sh na celi realni osi definirana funkcija in zavzame vse
realne vrednosti, velja isto za njej inverno funkcijo arsh. Graf funkcije arsh je kar
zrcalna slika grafa funkcije sh prek premice y = x. Funkcija sh se izraza z ek-
sponentno funkcijo, zato lahko pricakujemo, da se da njena inverzna funkcija arsh
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shx

arshe = In(z + Va2 + 1)

SLIKA 34. Grafa hiperboli¢nega sinusa in hiperboli¢nega arkus sinusa

e’ —e

. o . v . . . -z . oy
izraziti s pomocjo logaritma. V ta namen moramo iz zveze y = 3 1zrazitl x.

u—u"1
2

Oznagimo u = €%, tako da je = y oziroma

u? —2yu —1=0.

To je kvadratna enacba za u, katere resitvi sta w10 = y £ /y?2+ 1. Ker je u =
e” > 0, pride v postev le resitev u = y + 1/y2 + 1, od koder potem dobimo z =

Inu =1In(y + v/y?> + 1). Torej je arshy = In(y + y/y% + 1), se pravi
arshz = In(x + V22 4+ 1).

Od tod takoj sledi zelo pomembna formula za odvod funkcije arsh:

1
N

Ta formula je zelo podobna Ze znani formuli za odvod navadnega arkus sinusa,
namreé arcsin’ x =

arsh’z = (In(z + Va2 + 1)) =

V1—x2’
Inverzno funkcijo hiperbolitnega tangensa imenujemo hiperbolicni arkus tangens

in ozna¢imo z arcth. Ker je zaloga vrednosti funkcije th interval (—1,1), je funk-
cija arcth definirana le na tem intervalu. Na podoben nacin, kot smo s pomocjo
logaritma izrazili funkcijo arsh, lahko sedaj izrazimo arcth. Po kratkem racunu, ki
ga bomo pustili za vajo, dobimo

1.1
arcthz = = In T

1 1.
g Ty T StS
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arcth x

/
g N
N tha

SLIKA 35. Grafa hiperboli¢nega tangensa in hiperboli¢nega arkus tangensa

16. TAYLORJEVA VRSTA

NajenostavnejSe funkcije se zdijo polinomi. Zanima nas, katere funkcije se dajo
izraziti v obliki “posplosenih polinomov”, tj. neskon¢nih vrst

(16.1) fx)=ao+ax+agr® + ... +az™+...,

kjer so koeficienti ag, ay, - .., Gy, ... fiksni (za dano funkcijo f) in je f definirana le za
tiste x, za katere vrsta (16.1) konvergira. Najpreprostejsi zgled za to je geometrijska
vrsta 1 +x+ 22+ ...+ 2" + ..., ki predstavlja funkcijo ﬁ, vendar le na intervalu
(—1,1), kjer geometrijska vrsta konvergira.

Kaj morajo biti za dano funkcijo f koeficienti a,, v vrsti (16.1), da bo veljala
enakost (16.1)? O¢itno mora biti

ag = f(O)
Za izracun koeficienta a; pa odvajajmo formulo (16.1), da dobimo f'(z) = a; +
2a5% + ...+ napz™ ' + ..., in nato vstavimo z = 0. Na ta nacin dobimo

ar = f'(0).

Seveda je ta postopek nekoliko vprasljiv, saj ne vemo, ¢e smemo vrsto (16.1) od-
vajati kar po ¢lenih. (Pravilo, da je odvod vsote funkcij enak vsoti odvodov, smo
namre¢ doslej pokazali le za vsote konéno mnogo funkcij.) Vendar bomo o tem
premisljevali kasneje, v tem trenutku smo osredotoceni le na cilj, kako izracunati
vse koeficiente a,,. Pri tem bomo privzeli, da je funkcija f neskonénokrat odvedljiva.
Ce formulo (16.1) n-krat odvajamo, dobimo

(@) =nlay+(n+Dn---2c+n+2)(n+1)---32>+....
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Ko vstavimo v to formulo x = 0, sledi

()

(16.2) an o

Odlocilno vprasanje sedaj je, ali pri tako dolocenih koeficientih vrsta (16.1) konver-
gira proti f(x)? Drugace receno, ali gre razlika

f'0) ~— f"(0) )
1 Tr — ol ZL‘Q—...— ol x

(16.3) R () := f(x) - £(0) —

proti 0, ko gre n proti co?
Za obravnavo tega vprasanja si oglejmo, pri fiksnem x # 0, funkcijo
f/ t f// t f(n) t .
F(t) zf(m)—f(t)—#(m—t)—#(w—t)z—...—%(x—t) .
Njena vrednost v tocki 0 je F'(0) = R, (z), kjer je R,(z) dolocen z (16.3). Njena
vrednost v tocki z pa je F(z) = 0. Po Lagrangeovem izreku obstaja tak &, € (0, z),

do e P(E) = PO,
(16.4) Ro(z) = —aF'(E,).

Izracunajmo sedaj F'(t):

’ ! ®)
F'(t) =—f’(t)+<f(t) SR (m—t)>+(2f"(t)(x—t)— AU (x—t)2>+...

1 1 2! 5]
" (n)
+ ( 1 f(nfl)(t)(x _ t)n72 _ f (t) (JU _ t)nl)

(n—1)! (n—1)!
n (n+1)
+ (mf(")(t)(x e %(I - t)”> .

V tej vsoti se drugi ¢len vsakega oklepaja unici s prvim ¢lenom naslednjega oklepaja,
tako da ostane
f(TL+1) (t)

F(t) = n!

Od tod in iz (16.4) dobimo seda

(x —t)".

(n+1)
Ruw) = 2 C) gy
n!
Ker je &, € (0, ), lahko izrazimo &, = 0,z za kak 0,, € (0,1) in potem je
(n+1) (g
(16.5) Ry () = fﬂif”)a — 0, 0 <6, < 1.

S tem smo dokazali naslednji izrek:

Izrek 16.1. Naj bo f vsaj (n + 1)-krat odvedljiva funkcija na kakem odprtem in-
tervalu I okrog 0. Za vsak x € I velja naslednja Taylorjeva formula:

PO, 0 s 0,

(16.6) f(x) = f(0) + T or ¥ et n!

kjer je ostanek Ry (x) podan z (16.5). Kadar je

+ R, (),

nl;rrgo R,(z) =0,
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je torej vrednost f(x) podana s potencno vrsto

’ 1" (n)
(16.7) f(x) :f(O)-l—#ﬂc"‘ fQ(IO)x2+"'+ ! n!(O)

Opomba 16.2. (i) Vcasih je potrebno uporabiti nekoliko splosnejso Taylorjevo
formulo, kjer funkcijo razvijemo po potencah od x—« za kako konstanto o (namesto
zgolj a = 0). Ta formula se glasi:

0= e + L ey L202
kjer je

"+ ...

ARG

n!

(x —a)+ (x—a)*+... +

(x —a)" + Ry (x),

_ [ (@t bz~ a))

n!

R, (z) (1-6,)"(x—a)"™, 0<6, <1.

Ta formula sledi takoj iz (16.6) z vpeljavo nove spremenljivke X = = — a. Za vsak
n je funkcija
!

!
Tu(x) = f(0) + L\ (w4
polinom, imenovan Taylorjev polinom.

(ii) Ostanek R, (z), podan s formulo (16.5), imenujemo Cauchyeva oblika ostanka.
Nekoliko enostavnejsa je Lagrangeova oblika ostanka

(n+1)
N f(n++ §§)7)xn+17 0<é&n <uw,

ki pa ne zadosc¢a za obravnavo vseh elementarnih funkeij, kot so In(1+x) in (14+2)".
V naslednji nalogi bomo nakazali, kako hitro izpeljati Lagrangeovo obliko ostanka.

(),

o (z—a)Y+...+Lf—Z(x—a)"

(16.8) R, (z)

Naloga. Pri fiksnih = # 0 in n naj bo k taka konstanta, da ima funkcija

_ ') F() w_ K
Gt = f@)~ 1)~ P e ) - P e -
v tocki ¢ = 0 vrednost 0, tako da je potem G(0) = 0 = G(z). Po Rollejevem izreku
obstaja tak &, € (0, ), da je G'(&,) = 0. Pokazite, da od tod sledi k = f(*+1)(¢,)
in sklepajte, da velja Taylorjeva formula (16.6) z ostankom Lagrangeove oblike.

(x — )"+t

16.1. Vrsta za e”. Za vsak n je (%)™ = e”, zato se Taylorjeva formula (16.6)
glasi

- r  z? "
kjer se ostanek R, (z), podan s (16.5), v tem konkretnem primeru glasi
O,
(16.10) Rn(z) = en' (1-0,)"2" 1, 0<6,<1.
Ta ostanek lahko ocenimo kot
(16.11)
] || || lz| |zl |z [z |z
e x| |z z| |z x T x
< g7t = ] il R Lk AR il R L IS
Ra(e)] < Sl = falel 0L T ol L
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kjer smo s C(]z|) oznacili produkt zacetnih k + 1 faktorjev. Naj bo k tak, da je

k —1 <|z| < k. Potem so vsi faktorji %, %,..., n‘fll pod 1, zato iz (16.11) sledi
Ra@)] < C(1a)2,

kar gre ocitno proti 0, ko gre n proti co. Tako smo izpeljali Taylorjevo vrsto za e”:
2 n

- T T
(1612) € —1+i+§++ﬁ+
Kot poseben primer imamo

1 1 1

Zgled 16.3. Koliko ¢lenov moramo vzeti v vrsti (16.13), da izra¢unamo e npr. na
Stiri decimalke natancéno? Nekoliko natan¢neje lahko zastavimo to vpraSanje tudi
takole: Kako velik mora biti n, da bo |R,(1)] < 10757.

Po (16.11) je |R,(1)| < %1, < 3. Ce torej izberemo n, tako, da bo 3 <1075,
bomo imeli zahtevano natanénost. Torej n! > 3 - 10°, kar je izpolnjeno za n > 9.
(Ce bi uporabili Lagrangeovo obliko ostanka, bi ugotovili, da zadosca ze n > 8.)

16.2. Vrsti za sinus in kosinus. Odvodi funkcije sin so sin, cos, —sin, — cos,

sin,...(kar lahko napiSemo s skupno formulo sin'™(z) = sin(z + %r)).  Njihove
vrednosti v tocki 0 so 0,1,0,—1,0,—1,..., zato se Taylorjeva formula (16.6) v tem
primeru glasi

. o B a2kt
(1614) smx:;z:—g—kﬁ—...—l—(—l) W+R2k+2($),

kjer smo vzeli za n liho Stevilo, n = 2k + 1, in upostevali, da je naslednji ¢len v
vrsti enak 0, tako da smo lahko zapisali ostanek Ropi2(x), namesto Rog11(z). Ker
je |sin™*Y 2| bodisi | & sinz| bodisi | & cosz| za vse z, kar je oboje pod 1, lahko
po (16.5) ostanek R, (x) ocenimo kot

Y 0 B = W D

ST T TRy R
Kot v primeru eksponentne funkcije naj bo sedaj k tak, da je k —1 < = < k; potem
sledi, da je

(16.15) |Ra(@)] <

|z
[Ra2)] < C(Jel)
kar gre ocitno proti 0, ko gre x proti co. Zato velja

. - . a2kt
(1616) Sln$:$—§+§—...+(—1)W—F....
Podobno izpeljemo, da je
2 gt . a2k
(16.17) cosx:1—§+ﬂ—...+(—1) (2k)!+"
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Zgled 16.4. Fiziki pogosto uporabljajo priblizek sinz ~ x za majhne kote x. Za
katere = je |sinx — x| < 10737
Vprasanje je torej, za katere x je razvoj x + %xz dovolj dober priblizek za sin x

oziroma, natanéneje: za katere x je |Ra(z)| < 1073, Po oceni (16.15) je ta pogoj
|ZL"2+1
bl

tukaj dobili boljso oceno, namreé ‘g—l,g < 1073, kar rezultira v |z| < 0.1817... & 10°.

izpolnjen, ce je < 1073. Ce bi uporabili Lagrangeovo obliko ostanka, bi tudi

Konvergenco vrst je mogoce obravnavati, na enak nacin kot za realna, tudi za
kompleksna Stevila. Ce vstavimo iz (namesto ) v vrsto (16.12) za e*, dobimo

iv  (ix)?  (ix)®  (ix)*  (iz)®

e :1+i—|— 9] + 30 + 1 + 5l + ...
332 234 1‘3 l‘5
21—54'1—...4—2[.%—54-5—...].

Ko to primerjamo z vrstama (16.16) in (16.17) za sinus in kosinus, spoznamo, da
velja naslednja FEulerjeva formula:
(16.18) e = cosx + isinz.
Ko vsatvimo v to formulo —z namesto z, dobimo
e = cosx —isinx.

Ko to formulo kombiniramo s prej$njo, dobimo naslednji Eulerjevi formuli:

eiz + e*iz el _ p—iT
16.19 cosr = —— in sinex = ———
( ) x 5 in sinz 57
Ti dve formuli spominjata na definicijo funkcij ch in sh; iz njiju sledi, da je cosz =
ch(iz) in sinz = —ish (iz). Sedaj lahko definiramo eksponentno funkcijo tudi v

kompleksnem in sicer
"t = % = e*(cosw +isinz) (z,y € R).

Naloge. 1. Izracunajte e! 337,
2. Iz vrste za e® izpeljite vrsti za shz in chz.

3. Izracunajte prve tri ¢lene vrste za tgx.

16.3. Vrsta za In(1 + z). Funkcija In v tocki 0 ni definirana, zato ne moremo
obravnavati njene Taylorjeve formule okrog 0, temve¢ bomo raje obravnavali funk-
cijo f(x) =In(1 4 z). Njeni odvodi so

n _ (_1>n_1(n B 1)'
F (@) = S

njihove vrednosti v 0 so f(™(0) = (=1)""(n — 1)!. Taylorjeva formula (16.6) se
zato tukaj glasi

(n=1,2,3,...),

_ L o 2 3 no1(n =10
2 3 z"
—r— (D)
T = + 3 + (1) - + R, (z),
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kjer je po (16.5)

_ (_1)nn] n_n+1
Ry (x) = W(l —0,)" 2", (0< 0, <1),
torej
|| (1-6,)\"

16.20 R = "o0<6,<1).

16200 R = 3 () e @<ti<y)
Kadar je lim,_,~ R, (x) = 0, lahko napisemo

z?2 a3 z"

16.21 In(1 =r——+— ...+ ()"t

( ) n(l+z)==z 5 t3 +(-1) —t
Kvocientni kriterij pokaze, da vrsta v (16.21) konvergira absolutno za z € (—1,1),
za |z| > 1 pa divergira. Za x = —1 je vrsta v (16.21) harmonicna, torej divergentna.

Za x =1 pa je alternirajoca in konvergentna. Zato je smiselno ocenjevati ostanek
le za x € (—1, 1], saj sicer vrsta ne konvergira nikamor, kaj Sele proti In(1 + z). Ce
je x € (—1,1), lahko ostanek (16.20) ocenimo navzgor kot
1

R,(x)| < ———|z|",

Ro(e)| < 7=l
saj je tedaj 1 — 0, < 1+ 0,x. Ker gre |2"| proti 0, ko gre n proti oo, velja enako
za R,(xz). Za x = 1 pa iz (16.20) ne moremo z gotovostjo sklepati, da gre ostanek
proti 0, pa¢ pa si tedaj pomagamo z Lagrangeovo obliko ostanka (16.8):

(_1)nn| n+1
(n+ D1+ &,)n+1 ’

Rn(]-) = gn € (07 1)

Od tod sledi )
|R,(1)] < R
S tem smo dokazali, da velja razvoj (16.21) za vse = € (—1,1].
S pomogjo vrste (16.21) lahko rac¢unalnik izra¢una naravne logaritme vseh Stevil
iz intervala (0, 2], saj lahko vsako tako stevilo izrazimo kot 1+, kjer je z € (-1, 1].
Kako pa izracuna Inb, ¢e je b > 27 Ker je lim,_00 Vb = 1, je za dovolj velik n
stevilo /b v intervalu (0,2], zato pozna ¢ := In {/b; nato lahko izracuna Inb kot

Inb = In(¥/b)"” = nc.

Naloga. Razvijte v Taylorjevo vrsto okrog tocke 0 funkcijo f(z) = In 42_2“; . Kje
vrsta konvergira?

16.4. Binomska vrsta. Poiskati Zelimo Taylorjevo vrsto za funkcijo f(z) = (1 +

x)", kjer je r € R. Odvodi te funkcije so
fM@)=rr-1)---(r—n+1)14+2)"™ (n=0,1,2,...),

zato je njena Taylorjeva vrsta (16.7)

1 D) =2)(r—n+1

B U VIS U (it B G eV
1! 2! n!

S kvocientnim kriterijem ugotovimo, da ta vrsta absolutno konvergira, ¢e je |x| < 1,

za || > 1 pa divergira. Vendar pa to e ne zagotavlja, da za |z| < 1 konvergira

+....
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ravno proti (1 4+ z)". Da bi to pokazali, moramo dokazati, da gre ostanek R, (z)
proti 0, ko gre n proti co. Uporabili bomo Cauchyevo obliko (16.5) ostanka, ki se
v tem primeru glasi

r(r—1)---(r—mn)

R, (z) = — (14 0,2)" "1 —6,) 2" 0< 6, <1.

0d tod je

r r 1—-60,\"
Rn = —1ll==1]---]1= =111 en r—1 n 7L+1.
B (@)] = Irllr = 1|5 = 1]+ | = = 1[[1 + Onz| <1+9nx> ||

Za x € (—1,1) je [1 4 fpz| < 2 in {72 < 1, zato

[Ba(@)| < Irllt=rl[1 = 5|1 = Sz,

Naj bo k € N tako velik, da je 0 < 1 — 7 < 1. Potem lahko R, (x) Se nadalje

3
ocenimo kot

k-1, .
|Bu(@)] < [rl[T=r]--- [T = ——[[2]""",

kar gre proti 0, ko gre n proti co. S tem smo dokazali, da za = € (—1,1) velja
(16.22)
r(r—1)

. r 9 rr=0)(r—-2)---(r—n+1)
(1+x) —1+ﬂx—|—Tx +..+ oy

Zaradi lazjega zapisa vrste v (16.22) vpeljimo binomski simbol
r\ _r(r=1)(r—=2)---(r—n+1)
n) n!

Potem se (16.22) glasi

"+ ...

I+a) =) (;)x" —-l<z<l

n=0
Kadar je r € N, zgoraj vpeljani binomski simbol sovpada s tistim, ki ga poznate
iz srednje Sole, saj je

7! r(r—=1--(r—n+1)(r—-n)---2-1 r(r—1)~-~(r—n+1.

(r—n)ln! ((r—=mn)---2-1)n! B n!

Nadalje tedaj za vse n > r binomski simbol (2) vsebuje faktor (r — r) in je zato
enak 0. Tedaj je vrsta v (16.22) koné¢na, reducira se na znano formulo za potenco

binoma oblike (1 + z)" (r € N).
Sploéni binom (a + b)" tudi lahko ravijemo v vrsto, kadar je |a| # |b]. Ce je npr.
|b| < |al, lahko zapisemo
b
(a+b)" =a"(14+2)", kjerjex=—,
a
in nato razvijemo (1 + x)" v vrsto.

Opomba 16.5. Opazimo, da je (8) =1in (’{) =rzavsak r € R.
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Zgled 16.6. Razvijmo v binomsko vrsto /1 + x.

© 1 11 1/1 1
) : 1 3G 5 36-DG-2)
(1+x)2:Z<2>xn:1+x+22| 22 4 222 ' 3+ ..
—\n 2 2! 3
J3-DG-2) G -n+1)
2(2 2 2 n
+ o T
1
=14+ -z— -2+ —o% - —z* —

Naloge. 1. Razvijte v binomsko vrsto (1 + z)~! in spoznajte, da se ta razvoj
ujema z geometrijsko vrsto.
2. Razvijte v Taylorjevo vrsto funkcijo (1 — x)’%. Kje natan¢éno ta vrsta kon-
vergira?
3. Razvijte v Taylorjevo vrsto okrog tocke 0 funkcijo
2z 43
(x —1)(2—2)

(Navodilo: Najprej poskusite funkcijo napisati v obliki ﬁ + %, kjer je treba
dolociti konstanti 4 in B. Nato 51— izrazite kot (1 — £)71).)

16.5. Doloéanje ekstremov s pomoc¢jo visjih odvodov. Predpostavimo, da je
funkcija f vsaj m-krat zvezno odvedljiva in da je f'(a) = 0,..., f(™ Y (a) = 0 ter
f™)(a) # 0. Ali ima tedaj f v tocki a ekstrem?

Ker je po predpostavki f(™ zvezna funkcija, je na kakem dovolj majhnem in-
tervalu (a — 6,a + 6) (6 > 0) povsod istega predznaka kot v tocki a. Ce je npr.
f™(a) > 0, je fO™(z) > 0 za vse © € (a — 6,a + §). Po Taylorjevi formuli (z
Lagrangeovo obliko ostanka) je

(m)
(16.23) f@) sy =T oy (e (o))

m!

Ce je m liho stevilo, je (z —a)™ > 0, v ce je x > a; in (z —a)™ < 0, e je z < a.
Zato tedaj izraz %(x — a)™ pri prehodu skozi tocko a spremeni predznak (tj.,
levo od a je pozitiven, desno negativen, ali pa obratno). Iz enakosti (16.23) sledi,
da velja isto za f(z) — f(a), zato tedaj funkcija f v tocki a nima ekstrema. Ce pa je
m sodo §tevilo, je (x —a)™ > 0, zato je po (16.23) f(z) — f(a) enakega predznaka
kot f(™)(€), ki je enakega predznaka kot f("™)(a). Torej, e je f(™)(a) > 0, je tudi
f@)—f(a) >0zavsex € (a—4,a+J), zato ima tedaj f v tocki a lokalni minimum.
Tako smo dokazali:

Izrek 16.7. Ce je ™) zvezna funkcija in a taka tocka, da je
f@)=0,....f" a)=0 in f"(a)#0,

potem ima f v tocki a lokalni ekstrem natanko tedaj, ko je m sodo Stevilo. V tem
primeru je v a lokalni minimum za f, kadar je f(m)(a) > 0; lokalni maksimum pa,
kadar je ™) (a) < 0.
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16.6. L’Hospitalovo pravilo. Naloga. Bodita f in g taki funkciji, da je f(a) =
fl@) = ... fm D(a) = 0, g(a) = ¢'(a) = ...g"" V(a) =0, f(™(a) # 0 in
g™ (a) # 0. Dokazite, da je

i@ 1w

lim —= = .
ea g(z) g (a)

17. RIEMANNOV INTEGRAL

Kako bi dolo¢ili plos¢éino ravninskega lika, omejenega z grafom nenegativne funk-
cije f : [a,b] — R, abscisno osjo in premicama xz = a, x = b?
Interval [a, b] razdelimo na podintervale z delilnimi tockami

(17.1) Aa=20 <1 <2< ...<Ty 1 <X < ...Cp_1 <Xy =D>0

Delitev intervala imenujemo tudi particija in oznacimo s P. Sirina i-tega delilnega
intervala [z;_1, ;] je

Ai.I =Ty — Ti—1-
Maksimalno Sirino delilnih intervalov pri delitvi P bomo oznaéili z A p in imenovali
sirina delitve P, torej

Ap = max A;zx.
1<i<n

V vsakem delilnem intervalu izberimo poljubno tocko, & € [z;_1,z;]. Produkt
f(&)A;z pomeni plos¢ino pravokotnika z osnovnico A;z in visino f(&;). Vsoto

n
(17.2) Sp =Y f(&)Aw,

i=1
imenujemo Riemannova vsota funkcije f pri delitvi P. Ta vsota je seveda odvisna
tudi od izbire tock &;, zato oznaka na levi strani enakosti (17.2) ni popolna. Ko
jemljemo ¢edalje finejSe particije, torej, ko gredo Sirine vseh delilnih intervalov proti
0, se zdi, da Riemannove vsote Sp konvergirajo proti iskani plos¢ini pod grafom
funkcije.

E \,x =1, —xf

SLIKA 36. Aproksimacija ploi¢ine pod krivuljo v mejah od a do b
z vsoto ploséin pravokotnikov, Y1 | f(&)Ax
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Vendar je tukaj osnovno vprasanje, kako je plos¢ina definirana za splosne ravnin-
ske mnozice. Ceprav se nam morda zdi, da vsaki ravninski mnozici lahko pripisemo
neko plosc¢ino, se izkaze, da ni tako: obstajajo ravninske mnozice, ki nimajo nobene
ploscine. Za definicijo ploséin likov pod grafi nenegativnih funkcij bomo tukaj vzeli
kar limite Riemannovih vsot, vendar naslednji zgled pove, da obstoj teh limit ni
ociten.

Zgled 17.1. Naj bo funkcija f : [0,1] — R definirana takole:

0, cejexe@Q;

f(x)—{ 1, cejex e R\Q.

Ce pri dani delitvi P izberemo na vseh delilnih intervalih [xi—1, 2;] za &; racionalno
tocko, je f(&) = 0 za vse i in ustrezna Riemannova vsota je tedaj 0. Ce pa na vseh
delilnih intervalih izberemo &; iracionalen, potem je f(&;) = 1 za vse i, Riemannova

vsota pa je tedaj
n
Sp=)Y Amw=1
i=1

Ker lahko ti dve izbiri napravimo pri poljubno drobni delitvi P, ne obstaja skupna
limita Riemannovih vsot.

Definicija 17.2. Delitev @ je nadaljevanje delitve P, ¢e vsebuje vse delilne tocke
delitve P. To bomo zapisali kar kot Q) O P.

Odslej v tem razdelku naj bo f : [a,b] — R omejena funkcija in P delitev
intervala [a, b], kot zgoraj. Za vsak delilni interval [x;_1, z;] ozna¢imo

m; = inf f(z) in M;= sup f(x).

Ti—1<w<T; Ti—1<x<T;

Definicija 17.3. Vsoti

§P = im,Ale in gp = i MZAll'
i=1 =1

imenujemo spodnja in zgornja Riemannova vsota.

O¢itno je vsaka Riemannova vsota funkcije f pri delitvi P med Sp in Sp. Po-
glejmo, kaj se zgodi s spodnjo in zgornjo Riemannovo vsoto pri nadaljevanju delitve.

Lema 17.4. Ce je Q nadaljevanje delitve P, je
(17.3) Sp <S8y <S¢ <Sp.

Dokaz. Ker lahko vsako nadaljevanje delitve dobimo s postopnim dodajanjem po
ene delilne tocke, smemo predpostaviti, da se delitev @) razlikuje od P le v eni
dodatni tocki ¢t € (z;—1, ;). Potem se spodnja Riemannova vsota §Q razlikuje od
Sp le v tem, da nastopa namesto clena m;A;x vsota dveh ¢lenov m; 1 (t — xi—1) +
m; 2(x; —t), kjer smo oznagcili

mi1 = rl_llI%fISt f(l') m mi2 = tﬁlrnffzi f(m)
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Ker je o¢itno m;1 > m; in m; o > m; (saj se infimum funkcije pri prehodu na
podinterval ne more zmanjsati), sledi, da velja

miAix =mi((t — zi—1) + (2 — 1) <my1(t —xi-1) + myo(z; —t).

Torej je Sp < Sg. Dokaz neenakosti Sg < Sp pa je podoben in ga prepustamo
bralcu. O

Lema 17.5. Za poljubni delitvi P in Q velja
(17.4) Sy < Sa.

Dokaz. Naj bo R skupno nadaljevanje delitev P in @ (npr. R = PUQ). Po prejsnji
lemi velja
Sp<Sp<Sr< S
O

Ta lema pove, da je mnozica vseh spodnjih Riemannovih vsot Sp (dane funk-
cije), ko P tece po vseh delitvah intervala [a,b], navzgor omejena, zato obstaja
njen supremum, ki ga bomo imenovali S. Lema prav tako pove, da je mnozica
vseh zgornjih Riemannovih vsot Sp, ko teée P po vseh delitvah intervala [a, b],
navzdol omejena (namreé s katerokoli spodnjo Riemannovo vsoto dane funkcije),
torej ima infimum, ki ga bomo oznaéili z S. Neposredna posledica leme je naslednja
neenakost:

(17.5) Sp <S8 <S<Sp,
ki velja za vsako delitev P.

Definicija 17.6. Omejena funkcija f : [a,b] — R je integrabilna (v Riemannovem
smislu), ¢e za supremum spodnjih in infimum zgornjih njenih Riemannovih vsot
velja enakost

S=2S5.

Tedaj to skupno vrednost imenujemo integral funkcije f v mejah od a do b in

oznacimo z )
/ f(x)dx.

Izrek 17.7. Vsaka zvezna funkcija f : [a,b] — R je integrabilna v Riemannovem
smislu.

Dokaz. Dokazati zadoSca, da za vsak € > 0 obstaja taka delitev P intervala [a, b],
da je
(17.6) Sp—5Sp<e,

saj od tod in iz (17.5l sledi, da je S — S < ¢, in ker velja to za vsak £ > 0, mora
biti S — S =0, torej S = 5.

Kot vemo, je vsaka zvezna funkcija na zaprtem intervalu enakomerno zvezna,
kar pomeni, da obstaja tak § > 0, da za vsaka x,t € [a,b], ki zadoscata pogoju
|z — ]
delta, velja | f(z) — f(t)| < e/(b—a). Ce je torej delitev P tako drobna, da je Sirina
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vseh delilnih intervalov [x;_1,2;] pod ¢ (se pravi Ap < §), potem je M; — m; <
e/(b—a), zato
?p _§P = Z(,Z\4z —mi)Aiw < EZAZ{E =

i=1 i=1

Ker so vse Riemannove vsote pri dani delitvi med spodnjo in zgornjo Riemannovo
vsoto, sledi iz dokaza prej$njega izreka naslednja trditev za zvezne funkcije.

Trditev 17.8. Ce je funkcija f : [a,b] — R integrabilna v Riemannovem smislu,
potem njene Riemannove vsote Sp = >+, f(&)Aix konvergirajo proti f; f(z)dz,
ko gre Ap proti 0. Natancéneje: za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da je |Sp —
f; f(z)dz| < e za vsako Riemannovo vsoto Sp = >, f(&)Ax pri vsaki taki
delitvi P, da je Ap < 9.

Gornji izrek se da izboljsati, tako da natan¢no karakteriziramo vse funkcije, ki
so integrabilne v Riemannovem smislu.

Definicija 17.9. Podmnozica A C R ima mero 0, ¢e jo je za vsak £ > 0 mogoce
pokriti s kakim zaporedjem odprtih intervalov I; (se pravi, da je A C U;";lfj),
katerih vsota dolzin je pod e. (To bomo zapisali kot 3_; |I;| < ¢.)

Zgled 17.10. Vsaka konéna mnozica {x1,...,2,} ima mero 0, saj jo lahko pokri-
jemo z intervali (z; — &,z + 1)

Splosneje, tudi vsako zaporedje A = {z1,22,...,2j,...,} ima mero 0. Okrog
tocke z; lahko namre¢ vzamemo interval (z; — 5752, %; + 5772 ) (j = 1,...,n). Vsi

ti intervali skupaj o¢itno pokrivajo A, vsota njihovih dolzin pa je Z;’il 2 = L.

Obstajajo podmnozice v R, ki niso Stevne (pravzaprav imajo toliko elementov,
kot je vseh realnih stevil), a imajo mero 0. Tukaj ne bomo navedli nobenega takega
zgleda.

Izrek 17.11. Omejena funkcija f : [a,b] — R je integrabilna v Riemannovem
smaslu natanko tedaj, ko ima mnoZica vseh tistih tock, v katerih ni zvezna, mero 0.

Rkl k R Naslednji dokaz lahko preskocite.

Zelo zgoséen oris dokaza. Naj bo N mnozica toc¢k nezveznosti funkcije f.

V posebnem primeru, kadar se N da za vsak ¢ > 0 pokriti s konéno mnogo
odprtimi intervali I; z vsoto dolzin pod ¢, gledamo razliko med zgornjo in spo-
dnjo Riemannovo vsoto pri vsaki taki delitvi P, ki med delilnimi tockami vsebuje
tudi vsa krajisca intervalov I;. Ta razlika je sestavljena iz ¢lenov dveh tipo: En
tip predstavljajo ¢leni, ki odgovarjajo tistim delilnim intervalom, ki so vsebovani v
kakem intervalu I; Prispevek teh ¢lenov je majhen, ker je vsota dolzin vseh inter-
valov I; pod €. (Omejen je z Ce, kjer je konstanta C razlika med supremumom in
infimom funkcije f na intervalu [a,b].) Drugi tip ¢lenov pa so tisti, katerih delilni
intervali ne sekajo intervalov I;. Prispevek le teh pa lahko ocenimo kot v dokazu
prejsnjega izreka, saj je funkcija f enakomerno zvezna na mnozici [a, b] \ U, I;, ki je
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unija kon¢no mnogo zaprtih intervalov. Pri dovolj drobni delitvi P je torej razlika
Sp — Sp tako majhna kot hocemo.
V splo$nem pa moramo za vsak x € [a, b] najprej definirati funkcijo

0= (:3,115”) t12f<5f<t>>

in opaziti, da je f zvezna v tocki z natanko tedaj, ko je w(z) = 0. Nadalje je za
vsak pozitiven ¢ mnozica N, := {z € [a,b] : w(z) > ¢} kompaktna (kar pomeni, da
ima vsako zaporedje njenih elementov stekalisée v njej): Ker je N, C N, ima N,
mero 0. Ker pa je N, kompaktna, je mogoce iz vsakega njenega pokritja z odprtimi
intervali izbrati kako kon¢no podpokritje. Zato sedaj lahko uporabimo sklepanje
iz prejijega odstavka; ¢e izberemo dovolj majhen ¢, lahko (ker na komplementu
mnozice N, funkcija f le malo niha) dosezemo, da bo za dovolj drobno delitev P
razlika med zgornjo in spodnjo Riemannovo vsoto tako majhna kot zelimo.

Za dokaz v obratno smer pa opazimo, da morajo pri integrabilni funkciji f razlike
Sp — Sp konvergirati proti 0, ko gre Ap proti 0. To je mogoce le, ¢e imajo vse
mnozice N, mero 0. Ker je mnozica tock nezveznosti funkcije f ravno unija N =
U;-";lN%, sledi (po krajsem razmisleku), da mora tudi N imeti mero 0. a

Zgled 17.12. Izra¢unajmo po definiciji fol 22 dx.

Zaradi lazjega rac¢unanja bomo razdelili interval [0, 1] na enake dele, ¢eprav defini-
cija integrala ne zahteva, da so deli enaki. Delilne tocke so potem % (t=0,1,...,n),
kjer je n Stevilo delilnih intervalov. Dolzina vsakega delilnega intervala je tedaj
Az = 1.V vsakem od delilnih intervalov [z;_1,2;] = [=1, 1] izberimo za &; kar
desno krajisce, torej & = % Riemanova vsota funkcije f(z) = 22 pri tej delitvi

intervala [0, 1] je

n n . . 1 n )(2 +1)
;f(§i)Ai$=;* %—*327: n3n ,

kjer smo uporabili znano srednjesolsko formulo za vsoto kvadratov zaporednih na-
ravnih §tevil. Da bo konvergirala dolzina % delilnih intervalov proti 0, mora n
konvergirati proti co, torej je

A Z;f(@m o= qim MFVCAD 21

n—00 6n3 6 3

N . S
S tem smo izracunali, da je fo 2?2 dx = %

Ni jasno, kako bi iz definicije lahko ra¢unali integrale splosnejsih funkcij od tiste iz
prej$njega zgleda. Zato bomo v naslednjem razdelku spoznali popolnoma druga¢no
metodo, ki temelji na povezavi integrala z odvodom. Se prej pa si oglejmo osnovne
lastnosti integrala.

Trditev 17.13. Bodita f,g : [a,b] — R integrabilni funkciji. Potem je integrabilna
tudi funkcija f + g in velja

(17.7) /ab(f+g)(a:) d:c:/abf(:c)dz+/abg(:z:) da.
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Nadalje je za vsako konstanto ¢ funkcija cf integrabilna in velja

b b
(17.8) / (cf)(x)dx = c/ f(x)dx.
Dokaz. Da je f+ g integrabilna funkcija, sledi iz izreka 17.11, mogoce pa je dokazati

tudi direktno, z upostevanjem neenakosti

inf  (f+g)(x)> inf flz)+ inf g(x)

zi—1<z<x; zi—1<z<x; zi—1<z<x;
in
sup  (f+g)(x) < sup  f(z)+ sup  g(2),

zi—1<z<T; zi—1<z<w; zi—1<z<w;

vendar bomo ta dokaz pustili za nalogo. Pokazali bomo le enakost (17.7). Po trditvi
17.8 imamo

b n n n
[ o= Jim S5 €A = i[5 680 + 3ol

n n b b
= Jim, S S@) A+ Jim > g(6) A = | r@ia [ o e
Podobno dokazemo tudi enakost (17.8). O
Formuli (17.7) in (17.8) lahko zdruzimo v eno:

b b b
(17.9) [ +peis=a [ fadass [ gla)da,
ki velja za poljubni konstanti «, 8 in integrabilni funkciji f, ¢ : [a,b] — R.

Trditev 17.14. Naj bo f : [a,b] — R omejena funkcija in c € [a,b]. Tedaj je f
integrabilna na intervalu [a,b] natanko tedaj, ko je integrabilna na obeh intervalih
[a,c] in [c,b]. Takrat velja

(17.10) /abf(x)d;v:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx.

Dokaz. Izjava o integrabilnosti sledi hitro iz izreka 17.11, njen direktni dokaz pa
bomo pustili za nalogo.

Za dokaz formule (17.10) bomo spet uporabili trditev 17.8. Bodita P = {zq, 21, ...

in Q@ ={n,Tni1,-..,%Tm} poljubni delitvi intervalov [a, ¢] in [c, b], kjer je a = xg <
1 < ...<xp,=cinc=z, < Tpy1 < ... < Ty =b. Potem je P U Q delitev
intervala [a, b]. Za poljubne §; € [z;_1,2;] (1 =1,2,...,m) velja:

c b n m
[ raries [ oo = Jim, S (E)Aw+ i 3 S€)

i=n+1

APUQ —0

m b
N / f(z) d.
i=1 a
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SLIKA 37. fab fl@)de = [T f(x)dz + fcb f(z)dx

Ocitno je [ f(z)dx = 0. Ce je b < a definiramo

/abf(x) do = —/baf(x) dz.

To je v skladu s formulo (17.10), saj je po tej definiciji

/abf(x)d:r—l—/baf(:v)dx:O:/:f(:r)dx.

Lahko se je prepricati, da velja formula (17.10) za poljubne a,b, ¢ € R (tudi ée ¢ ni
med a in b).

Trditev 17.15. Ce sta f,g: [a,b] — R (kjer je a < b) taki integrabilni funkciji, da
je f(z) < g(z) za vsak x € [a,b], potem je

(17.11) /abf(x) da < /abg(x) da.

Dokaz. Za Riemannove vsote teh dveh funkcij velja
€)M <Y g(&) A,
i=1 i=1

Ko vzamemo na obeh straneh te neenakosti limito, ko gre Ap proti 0, sledi po
trditvi 17.8 enakost (17.11). O

Ce uporabimo to trditev na funkciji | f|, namesto g, dobimo fab flz)dx < f: |f(2)| dz,
kadar je a < b. Ko uporabimo to neenakost na funkciji — f, namesto f, dobimo e

- f; flz)de < f; |f(x)| dz. Torej velja:
Posledica 17.16. | [ f(z)dz| < [|f(z)| dz, ée je a <b.

Poseben primer trditve 17.15 dobimo, ¢e vzamemo za funkcijo g konstanto, na-
mreé zgornjo mejo M. Ker je fabde = M(b — a), sledi, da je f: flx)dr <
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M(b — a). Podobno velja tudi m(b — a) < f; f(x)dz, kjer je m spodnja meja
funkcije f. Torej velja naslednja posledica:

Posledica 17.17. Ce je m spodnja, M pa zgornja meja integrabilne funkcije f -
[a,b] = R, je

m(b—a) < /bf(x)da: < M((b-—a),
kadar je a < b. '
Iz te posledice lahko izpeljemo naslednji izrek.
Izrek 17.18. (Izrek o povpredju) Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija. Obstaja
tak & € [a,b], da je

b
(17.12) / f(z)dz = f(§)(b— a).

Dokaz. Ce je b= a, je edina moznost € = a in tedaj sta obe strani formule (17.12)
enaki 0, zato smemo vzeti, da je a < b. Naj bo m = ming<,<p f(z) in M =
max,<z<p f(x). Po posledici 17.17 velja

fab f(x)dx
b

—a

m < <M.

Ker zavzame zvezna funkcija f vsako vrednost med m in M, sledi od tod, da obstaja
tak £ € [a, b], da je

_ fabf(x) dx.

(17.13) 7(e) = 42

O

Formula (17.13) pomeni, da funkcija f zavzame v tocki £ svojo pouvpreéno vre-
dnost na intervalu [a, b)].

Nalogi. 1. Dokazite neposredno (tj. brez uporabe izreka 17.11), da je vsota
integrabilnih funkcij integrabila.
2. Dokazite, da je funkcija |f| integrabilna, ¢e je integrabilna f.
18. POVEZAVA MED INTEGRALOM IN ODVODOM

Za integrabilno funkcijo f : [a,b] — R si oglejmo funkcijo

(18.1) Fla) = /I F(t) dt.

Ker je x zgornja meja integrala v (18.1), smo morali integracijsko spremenljivko
oznaciti drugace; imenovali smo jo t. F' je torej integral od f, kot funkcija zgornje
meje.

Trditev 18.1. Ce je f : [a,b] — R omejena integrabilna funkcija, je F zvezna.
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Dokaz. Pokazati moramo, da gre F(x + h) — F(x) proti 0, ko gre h proti 0, in sicer
za vsak = € [a,b]. Po trditvi 17.14 imamo

z+h T z+h
F(;c—i—h)—F(:v):/ f(t)dt—/ f(t)dt:/ F(t) dt.

Naj bo M = sup,<,<;, | f(t)|- Z uporabo posledlc 17.16 in 17.17 sledi, da je

F(o + |_|/ dt|<|/ |dt|<|/ M dt| = M|h|.

Od tod je o¢itno, da gre F(x + h) — F(z) proti 0, ko gre h proti 0. O
Dospeli smo do najpomembnejSega izreka.

Izrek 18.2. (Osnowvni izrek integralskega racuna) Za vsako zvezno funkcijo f :
[a,b] = R je funkcija F, ki je definirana z (18.1), odvedljiva v vsaki tocki x € [a, b]
(ko je x = a ali pa x = b, sta tukaj misljena odvod z desne oziroma leve) in velja

(18.2) F'(x) = f(x).
Dokaz. Kot v dokazu prejsnje trditve je
z+h
F(x—l—h)—F(x):/ f(t)dt.

Od tod sledi po izreku o povprecju, da obstaja tak & € [z, z + h], da velja:

N

x+h x
[ swar- [ s

/ a X ¢ X+h b

SLIKA 38. Integral f t) dt je plos¢ina rumeno obrobljenega
“pravokotnika”. Ko jo dehmo z osnovnico h, dobimo povprec¢no
“vigino” f(£), ki gre proti f(z), ko gre h proti 0.

z+h
(183) F(z + h})L —Fz) _ I ;{(t) dt _ 1),
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Ko gre h proti 0, gre £ proti z (saj je £ vedno med z in = + h), zato gre f(§) proti
f(z) (saj je f zvezna funkcija). Iz enakosti (18.3) zato sledi, da je F'(z) = f(z). O

Poglejmo, zakaj nam osnovni izrek integralskega ra¢una omogoca racunanje in-
tegralov. Predpostavimo, da smo uspeli ugotoviti kako tako funkcijo G, da je njen
odvod f, torej G'(z) = f(z). Ker je tudi F'(z) = f(z) za vse x, je (F — G)' =
zato F(z) — G(x) = C, kjer je C konstanta. Ko vstavimo v to enakost z = a, do-
bimo F(a) —G(a) = C. Ker je F(a) = [ f(t)dt = 0, to pomeni, da je G(a) = —C,
in sledi

F(z) = G(x) — G(a).

Ko vstavimo v to formulo x = b, dobimo naslednjo zelo pomembno posledico:

Posledica 18.3. Naj bo f : [a,b] — R zvezna funkcija, G pa taka funkcija, da je
G' = f. Potem je

b
(18.4) / f(z) dz = G(b) — G(a).

Definicija 18.4. Funkcijo G, ki zados¢a pogoju G’ = f, imenujemo antiodvod ali
nedoloceni integral funkcije f in oznacimo kot

/ F(x) da.

Dve funkciji, ki imata isti odvod, se lahko razlikujeta za konstanto, od tod ime
“nedoloceni integral”; funkcija G, katere odvod je f, je namre¢ doloc¢ena le do
aditivne konstante natancno.

Enakost (18.4) ponavadi zapisemo kot

/  fla)dr = Gl

kjer oznaka G(z)|’ nakazuje, da moramo G izra¢unati najprej pri zgornji meji b
nato pri spodnji meji a in odsteti.
Zgled 18.5. Ker je odvod funkcije ”;—3 enak z2, je

b 3 3_ .3
x b —a
/a:de: | = .
a

3 3
Racunanje integralov se torej prevede na operacijo, nasprotno odvajanju. Zato

si je primerno zapomniti antiodvode (tj. nedolocene integrale) najpogosteje nasto-
pajocih elementarnih funkcij.

Zgledi (kjer je a # 0 konstanta):

anrl
/x"dx:n+1+0, ce jen # —1;

1
/fd:czln\x|+C;
x

. cos ax sin ax
/smamda:z— +C; /coscw:dmz +C;
a a
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axr h h
/eaxdx: £ (a #0); /chaxd:c: Sar +C, /shawdm: car +C;
a a

a

dx dx
——— =arcsinz + C} ——==arshz+C=In(z++V22+1)+C
V1— a2 /\/1—|—x2

d
/ﬁxﬂ =arctgz + C.

Dve najosnovnejsi metodi, ki pomagata pri racunanju integralov, sta vpeljava
nove spremenljivke in integriranje po delih.

18.1. Vpeljava nove spremenljivke. Iz pravila za posredno odvajanje sledi:

Trditev 18.6. Ce je x = g(t), kjer je g odvedljiva funkcija, je

[ @ = [ s

Dokaz. Oznac¢imo F(z) = [ f(z)dz in G(t) = F(g(t)). Potem je F'(z) = f(z) in
(po pravilu za posredno odvajanje)
G'(t) = F'(g(t))g'(t) = f(g(t)g'(t),
od koder sledi po definiciji nedolo¢enega integrala, da je G(t f fg
Sedaj imamo

/ f(z)dz = F(z) = F(g(t) = G(t) = / Flg(t)g' (1) dt
[}

Kako pa je z vpeljavo nove spremenljivke v doloceni integral? Recimo, da spre-
menljivka ¢ pretece interval [, 5] in da je = ¢(t), kjer je g odvedljiva funkcija na
intervalu [, 8]. Iz trditve 18.6 sledi, da je fgg((f)) fx)dz = ff flg()g'(t)dt. Ven-

dar pa je obic¢ajno situacija taka, da imamo podani meji a in b v integralu f: f(z) dx,
ki ga hoCemo izracunati in, ko vpeljemo novo spremenljivko ¢ prek zveze x = g(¢),
moramo ugotoviti meji o in S za spremenljivko t. Poiskati je treba torej taka «
in 8, da bo g(a) = a in g(8) = b. To je mogoce napraviti enolitno, ¢e g preslika
kak interval [a, 3] bijektivno na interval [a,b]. Tedaj je namre¢ a = g~ !(a) in
B=g 1(b)alipaa=g1(b)in =g 1(a). Kerje g odvedljiva in s tem zvezna, je
bijektivnost ekvivalentna strogi monotonosti. Ce oznac¢imo ¥ = ¢~ ', lahko trditev
18.6 za dolocene integrale formuliramo takole:

Trditev 18.7. Naj bo 9 : [a,b] — [J(a),d ()] odvedljiva monotona funkcija in
f :]a,b] = R zvezna funkcija. Tedaj je

(b)
[ = [ sy @an
I(a)
Zgled 18.8. (i) V integrale oblike
f'(z)

f(=)
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vpeljemo novo spremenljivko ¢ prek zveze t = f(z). Tedaj je namrec dt = f'(z) dx

in zato integral preoblikujemo v
dt
?a

katerega vrednost je In [¢| + C. Rezultat je torej In |f(z)|+ C. Kot posebne primere
imamo:

d
/ - de =ln|x +a|+ C,
r+a

/tgmdazz/smx dx = —1In|cosz| + C, /ctgmdmzln|sinx|+0.

cos
(i) V integral

/ﬂdm

vpeljemo novo spremenljivko prek zveze x = sint, da se znebimo korena. Ker je
tedaj dx = costdt, dobimo tako

1 2t t sin2t
/\/l—xde:/COSQtdt:/idt:7+Sm )

2 2 4

Ko se vrnemo na prvotno spremeljivko in upostevamo, da je sin2t = 2sintcost =

2zv/1 — 22, dobimo rezultat
1 1
/\/l—xQdazz §arcsinac—|—§x\/1—x2+0.

(iii) V integral

/a\/a2—x2dx (a>0)
0

vpeljimo novo spremenljivko prek zveze x = asint. Ker je asin : [0, 5] — [0,q]
monotona bijekcija, sledi

¢ % t 51 2t s
/ \/mdQJZGQ/ cos2tdt:a27—|—bm 1@ _ra ,
0

[
0 2" 4

kjer smo v predzadnji enakosti uporabili prejsnji zgled.

Naloge. Izracunajte naslednje integrale:

1. [ cos(ax + b) dz, kjer sta a in b konstanti.

2. [23V1+ 22 dx. (Namig: 1+ 22 =2, tdt = xdx.)
3. [V1+2?dx. (Namig: x = sht.)

4. fol 22v/1 — 22dz. (Namig: x = sint.)

18.2. Integriranje po delih. Iz odvoda produkta
(f9) = f’g +fq

sledi f = [ f(z)g(z)dz + f f(@)g'(x) dx oziroma:

Trditev 18.9. ff )dm = ff
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Ce oznacimo u = f(z) in v = g(x), je du = f'(2) dz, dv = ¢'(x) dz in formulo iz
prejsnje trditve lahko zapisemo kot

(18.5) /udv = uv — /vdu.

Imenujemo jo formula za integriranje po delih ali per partes.

Zgled 18.10. (i) V integralu
I= /(x2 +2)e” dx
bomo vzeli u = 2% + 2 in dv = e* dx. Z integriranjem per partes dobimo
/(m2 +2)e” dx = (2% + 2)e” — /6121‘ dx.

Sedaj moramo ponovno integrirati per partes in sicer naj bo tokrat u = 2z in
dv = e® dx, da dobimo

I:(x2+2)ew—2mew+2/eidx:(x2—2x+2)e$+6’.

Na enak nacin bi izracunali vsak integral tipa [ p(z)e”dz. Per partes bi morali
integrirati tolikokrat, kolikor je stopnja polinoma p; na vsakem koraku bi se stopnja

polinoma zmanjsala za 1.
1= / z" Inzdx

(i) V integralu
. . n . el . .
vzemimo u = Inz in dv = 2" dx. Potem je v =% — ¢ejen # —1,in v = In|z|, ¢e
nt+1° ) )

je n = —1. Nadalje je du = % in integriranje po delih da

n+1 n+1 T
In|z|lnz — [In |z

x

n+1 n+1d o .
L _—Inx— [Z L Cejen # —1;
e jen = —1.

Ker je funkcija In definirana le za pozitivne z, je tukaj In |z| = Inz in, ko v integral
[ In xdf vpeljemo novo spremenljivko ¢ = Inx ter ga izracunamo, sledi

ntl n+1 oo
I — a;l;—l ln:r - (£+1)2 + C, cejen # —1,
bt 4+ G, Gejen=—1.

Na enak nacin bi lahko izracunali vsak integral tipa fp(x) In z dz, kjer je p polinom.
(iil) Za izracun integrala

1
I:/ arcsin x dr
0

naj bo u = arcsinz in dv = dx. Torej je v =z in

I = zarcsin z|}

! xZ
_/ L
0 \/1—.%2
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V zadnji integral vpeljemo novo spremenljivko ¢ = v/1 — 22, ki je monotona funkcija
na intervalu [0,1]. Potem je > = 1 — 22, od koder dobimo z diferenciranjem

x dx = —tdt in sledi
0
T T
I=— dt = - — 1.
2+/1 2

I= /ea“17 sin bx dzx,

(iv) V integral

ax

kjer sta a in b # 0 konstanti, vpeljimo u = e*® in dv = sinbxdx. Potem je

v = _Coibw in

0z COSbOT @

d ax
b +b/e cos bx dx.

V zadnji integral vpeljimo u = e** in dv = cos bz, da dobimo

I=—e

ax inb ax 2
I= —e—cosbx+g[e”sm e —g/e‘”sinbxdx} = 6—(asinbaz—bcosbar;)—a—].

b b b b b2 b2

To je linearna enacba za neznanko I, iz katere izracunamo

ea.’l)

= m(asinbx— beosbr) + C.

Nalogi. 1. Izracunajte foﬂ/él e’ cosx dx.
2. Naj bo n € N. Integral
I, = /cos”xdx

integrirajte po delih tako, da vzamete u = cos" !z in dv = coszdz ter nato v
dobljenem integralu upostevate zvezo sin?z = 1 — cos?z. Izpeljite na ta nacin
rekurzivno formulo

1
Ly =—=[n-1)I, 2+ cos" ! xsin x).
n

Izracunajte npr. I5.

19. INTEGRIRANJE NEKATERIH FUNKCIJ

Najlazji nacin integriranja je z uporabo racunalniskih programov za simbolno
racunanje, zato nam dandanes ni treba posvetiti toliko pozornosti tehnikam inte-
griranja kot neko¢. Kljub temu pa je primerno poznati nekaj najosnovnejsih metod.

19.1. Integriranje racionalnih funkcij. Racionalna funkcija je kvocient % dveh
polinomov, kjer smemo brez izgube splosnosti privzeti, da je vodilni koeficient poli-
noma ¢ enak 1 (sicer delimo stevec in imenovalec z vodilnim koeficientom polinoma
q). Ce je stopnja polinoma p veéja ali enaka od stopnje polinoma ¢, najprej delimo:
% =k+ g. Tukaj je k polinom, r pa polinom, stopnje manjse od stopnje polinoma
q. Ker polinoma k ni tezko integrirati, se lahko posvetimo integralu f g dx. To je
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spet integral racionalne funkcije, le da je tokrat stopnja Stevca manjsa od stopnje
imenovalca. Vprasanje je torej, kako izracunati integral oblike

/ p(x)
q(x)’
kjer je stopnja polinoma p manjsa od stopnje polinoma ¢ in ima g vodilni koeficient

1. Oba polinoma naj imata realne koeficiente. Znano je, da tak polinom ¢ lahko
razstavimo kot

q(z) = (x —a))™ - (x — ag)™ (2% + a1z + by)™ - (2 + aqw + b)™,

kjer so aq, ..., ap vse realne nicle polinoma ¢, mq, ..., my njihove mnogokratnosti,
kvadratni faktorji #2 + a1z + by, ..., 2% + a;z + b; pa nerazcepni (njihove diskrimi-
nante torej negativne) in njihove mnogokratnosti nq,...,n; naravna stevila. Da se

dokazati (vendar tega ne bomo storili tukaj, ker je to stvar algebre), da potem p/q
lahko izrazimo kot

T A A A
aony 2@ _ Au A L Aim
glz) z—a1 (z—oq) (x —aq)™
Ak . Ak 2 T Ak,
x—ap (r—ag)? (x — ag)™*
Biiz+Cia Bip,z+Cip,y
24ar+b T (22 a4+ b)™
Bz +Ch B,z + Cpp,
24aqr+b T (24 + b))
kjer so konstante A;1,...,C,, neznane. Te konstante izracunamo tako, da obe
strani enakosti (19.1) pomnozimo s ¢ in izena¢imo koeficiente dobljenih dveh poli-
nomov, kar privede do sistema linearnih enacb z neznankami A, 1,...,Cp,. Tak

zapis racionalne funkcije imenujemo razcep na parcialne ulomke.

Zgled 19.1. (i) Racionalno funkcijo bomo razstavili kot

(m+2)g(:}c7 1)

T A B C

C+2?@—1) 242 (@x2? Tzt

Ko pomnozimo to ena¢bo z (z + 2)%(z — 1), dobimo

(19.2) r=A(x+2)(x—1)+ Bz — 1)+ Oz +2)%
Ko vstavimo v to enakost = 1, dobimo 1 = C32, torej je C = %. Ko pa vstavimo
xr = —2, dobimo —2 = —3B, torej B = % Za izracun neznanke A bi sedaj lahko

vstavili x = 0.

Drugi, nekoliko daljsi, nacin je, da izenac¢imo koeficiente pred istimi potencami
v polinomih na levi in desni strani enakosti (19.2). Koeficient pred z? na desni
strani enakosti (19.2) je A+ C, na levi pa 0, torej je A+ C = 0. Ko izenacimo Se
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koeficiente pred x in pred 1, dobimo na ta nacin sistem enacb
A+C=0
A+B+4C =1
—2A—-B+4C =0.

Njegova resitev je A = —é, B = %, C= é. Torej imamo

z 1 2 !

x47m3+5x2+z+3
(xz+1)(z2—z+1)2
imenovalca in je kvadratni faktor 22 —2+1 nerazcepen (saj je njegova diskriminanta

—3), poskusimo napisati kot

(ii) Racionalno funkcijo kjer je stopnja Stevca manjsa od stopnje

(19.4) ot — a3+ 52 + 243 _ A n Bz +C Dx+ FE
' (x+1)(22 —x+1)2 ozl 2 —x+1 (22 —x+1)2

Ko pomnozimo z (z + 1)(2% — 2 + 1), dobimo
(19.5)
=23 4502 tr+3 = A2 —2+1)2 + (Bx+C)(z+1) (2> —x+ 1)+ (Dx+E)(z+1).

Ce vstavimo v to enakost = —1, takoj dobimo, da je 9 = 32A, torej A = 1.
Za izracun drugih konstant pa bomo izenacili koeficiente pred istimi potencami v
polinomih na desni in levi strani enakosti (19.5). Koeficient pred x* na desni strani
enakosti (19.5) je A + B, na levi strani pa 1, tore] A+ B = 1. Ko izena¢imo
koeficiente $e pred z3, 22,z in 1, dobimo naslednji sistem linearnih enacb:

A+B=1
—2A+C=-1

3A+D =5
—2A+B+D+E=1
A+C+E =3.

Ker ze vemo, da je A = 1, lahko iz prvih $tirih enacb takoj izracunamo B = 0,
C =1,D =2in FE = 1, zadnja enacba pa lahko sluzi za kontrolo. Razcep (19.4) se
sedaj glasi

at —a®+52? +x+3 1 N 1 N 2z +1
T+ D@2 —z+ 12 x4+l 22—z +1 (22—z+1)2

(19.6)

Naloga. Razcepite na parcialne ulomke funkcijo
22+ 1
22(x —1)3(22 + 2+ 1)2°

Ko smo racionalno funkcijo zapisali v obliki (19.1), moramo povedati le Se, kako

integriramo vse ¢lene na desni strani formule (19.1). Za ¢lene oblike —— in (mfa Y
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to ze vemo: taka dva integrala izra¢unamo s vpeljavo nove spremenljivke t = z — «
in dobimo

d d 1
/ x =In|z—al+C in / v = cejem=2,3,....
@

T — (z—a)™  (m—1)(z—a)m1’
Oglejmo si sedaj Se ¢lene oblike %. Integral

/ Bx+C dx
(22 + ax + b))

bomo najprej poenostavili tako, da bomo izlo¢ili del, v katerem bo stevec odvod
kvadratne funkcije v imenovalcu:

/ Bz 4 C dx_g/ 2z +a dx+/ C—a% "
(x24+azx+b)m " 2 ) (22 +ax+b)" (z24+az +b)"

Prvi integral na desni lahko izra¢unamo z novo spremenljivko t = 22 + ax + b, saj
ga to preoblikuje v [ %. Tako moramo sedaj obravnavati le Se integral

/ dx
(22 4+ az + b))
Zapisemo ga lahko kot

dx
(18- / [(z+9)2+b— %]

pri ¢emer je b — “Tf > 0, saj je diskriminanta a? — 4b kvadratne funkcije 2 + azx +b

po predpostavki negativna. Torej lahko zapisemo b— “742 = ¢? za kak pozitiven ¢ € R
in potem preoblikujemo integral (19.7) v

1 dx
(19.8) — / S

z+5
C

V ta integral vpeljemo spremenljivko ¢ =
veckratnik integrala

(19.9) I, = /[t?iitl]"

Ce je n =1, je integral v (19.9) enak I} = arctgt+ C. Za n = 2,3,... pa ravnamo

takole:
?+1 2 t
I,=| —dt— | ——dt=1I,1— [ t———dt.
[ [ w [t

Zadnji integral bomo izracunali per partes in sicer naj bo u = t in dv = %.

, kar ga preoblikuje v konstanten

Potem je v = [ (t?tﬁ)n = _2(n171) (t2+%)“*1 in sledi
t 1 dt
I, =1, _
D@+ )T 2= 1) / @+ 1)1
t 1
=1, 1+ In—l-

2 — 1)+ 1)1 2(n—1)
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Tako smo izpeljali rekurzivno formulo
1 t

19.10 I,=[1———]I,_
(19-10) n=l 2(n—1)] " o D@+ 1)
iz katere lahko postopoma izracunamo vse I,,. Npr.

1 t 1 t
19.11 L=[1-<]1+———— = zarctgt + ———.
(19-11) 2 == 3lh+ 5oy = guctet + gy

Zgled 19.2. Izrac¢unajmo integral iz zgleda 19.1(ii), tj. (glejte (19.6))

/x4x3+5x2+x+3d / 1 d+/ 1 d+/ 2e+1
r= | ——dat+ | 5———dat | ———— da.
(x+1)(a2—xz+1)2 r+1 22—z +1 (2 —x+1)2

Prvi integral na desni je In |z + 1|, drugi pa je

4 dzx 21 x*ﬁ
= /( (t= dx = == dt)

3 2:f/—§1)2+1’

= l ﬂ = larctgt = larctg 20 — 1
IRV VG RVE] V3
Izrac¢unati moramo le Se
2+ 1 d
(22 —x+1)2 7
kar po gornjih napotkih napisemo kot
2¢x — 1 dx
_ - 4 9f "
/(w?—x+1>2 v /(w?—x+1>2’

saj substitucija t = 22 — 2 + 1 preoblikuje prvega od teh dveh integralov v Ik % =

f% = fm. Preostane Se
2/ dx B 2/ dx B g/ dx
(22 — x4+ 1)2 [(z — %)2 + %]2 9 [—2%1 +1]?
_ 323 dt (i = 2z — 1)
9 2 ) #+12 Y 3
16v/3
= -[27
9
kjer je Iy podan s (19.11), torej
2z—1
1 t 1 2z —1 V3
I, = —arctgt + ——— = —arct
2 2&1‘Cg +2(t2+1) Qarcg \/g +2412—341+1+2

1 22 — 1 @ 27 — 1
T AT TS et 1)
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Tako dobimo

/ dx 8v/3 2r—1 2 22-—1
2 = arctg + = .
(22 —x+1)2 9 V3 32—z +1
Ko zdruzimo vse te delne rezultate, dobimo konéno
/x4—x3—|—5x2—|—x+3
(x+1) (22 —2x+1)2

-1 1 83 2r—1 23 2x-1

T

2 2x
=1 1 —arct — t C
nlz+ |+3arcg V3 x27x+1+ 9 arcte V3 + 3 127x+1+
143 2z —1 4z —5
=1 1 t C.
nlz+ 1+ o Arcts 7 +3<$2—3’J—|—1)+

Naloge. Izracunajte naslednje integrale:
1. f z dx
(@+2)%(z—1)"
2. [# +5)-T—3:cr-?-ml+5 da.
+1
3. f 2141+5

4. f (a:2+41+5)2

19.2. Integrali trigonometrijskih funkcij.
izracunamo z uporabo formule sin ax cosbr =

b # +a, sledi od tod

i) Integrale tipa [ sinax cosbz dz

(
Lsin(a — b)z + sin(a + b)z]. Ce je

1 —b b
/smax cosbr dr = 77[cos(a e + cos(a + )x]
2 a—b a+b
Ce pa je b = +a, imamo
1 52
/sinamcosax dr = 3 /sinan dr = —COZ ar + C, kadar je a # 0.
a

Podobno izracunamo integrale

/ sin azx sin bx dx in / cos ax cos bx dx

z uporabo formul sin az sin bz = [cos(a—b)z—cos(a+b)z], cos ax cos br = 3[cos(a—

b)x + cos(a + b)x].

(ii) Pri integralih tipa [ cos™ xsin” z dz, kjer sta m in n naravni stevili, moramo
lociti dve moznosti. (1) Vsaj eno od stevil m in n je liho; recimo, da je m liho,
m = 2k + 1. Tedaj v integral

/cos2k+1 xsin" xdr = /sin” z(cos® z)¥ cos x dx
vpeljemo novo spremenljivko ¢ = sinx, da dobimo

/t"(l —tHFdt,

kar je integral polinoma, ki ga je lahko izra¢unati.
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(2) Obe stevili m in n sta sodi, torej m = 2k, n = 2l. Tedaj je

1 2 1-— 2
/cos%xsinmxdx:/( +cos x)k( o8 x)ldx

2 2
Ko razvijemo (1 + cos2z)¥ in (1 — cos2x)! po binomski formuli in zmnozimo,
dobimo vsoto integralov oblike [ cos? 2z dx. Za lihe p = 2¢ + 1 lahko take in-
tegrale izracunamo kot v tocki (1): [cos?t™ 2zdr = 1 [cos??2zd(sin2z) =
1 [(1 —t?)7dt. Za sode p = 2q pa je

1 4
/cosp 2x dx = /(cos2 2x)dx = /(#)q der.

Ko razvijemo (1 4 cos4z)? po binomski formuli, dobimo kombinacijo integralov
oblike [ cos’ 4z dz, kjer je j < ¢ < p. Le te potem obravnavamo na enak nacin.
Ker se v tem postopku eksponenti zmanjsujejo, prej ali slej prispemo do cilja.

Zgled 19.3. (i) V integral [ sin® x cos® z dx vpeljemo ¢ = sin z, da dobimo [ #3(1—
4 6 .4 . 6
Pyd =t — Loz snte st o
(i) [sin®wcos? wdr = [(2822)2da = L(1 — cosdx) da = & (x — H242) 4 C.
Naloga. Izracunajte [ coszdr in fog sin® z dz.

Integral tipa
(19.12) /R(Cos x,sinx) dz,

kjer je R racionalna funkcija dveh spremenljivk, je vedno mogoce prevesti na integral
navadne racionalne funkcije s substitucijo

t=tg>
Tedaj je namrec
T T T T 2tg £ 2t
sinz = 2sin = cos = = 2tg = cos® = = 2_ —
2y TN g T Ttg2r T 1422
in podobno
1—¢2
coST = ——.
1+¢2
Nadalje je z = 2arctgt in od tod dx = 12_&'52. Ko vse to upostevamo v integralu

(19.12), dobimo
. 1—¢* 2t | 2dt
/R(cosx,smx)dx = _/R(l—i—tQ’ 1+t2)1+t2’

kar je integral racionalne funkcije. Vendar pa je ta postopek precej zamuden, zato
ga raje prepustimo racunalnikom. Za zgled lahko bralec na ta naé¢in izracuna npr.

integral
cos x dx
1+sinz’

ki ga je seveda mogoCe mnogo lazje izracunati s substitucijo ¢ = sinz.
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19.3. Integrali oblike [ dz (a #0). Ker je

dx
Vax?2+br+c
var? +bx +c=+/|a|/£x? £ bz £ ey,

lahko take integrale prevedemo na enega od tipov

(19.13)

x x
/ V=2Z+biz ¢’ / Vit + bz +e
Kvadratno funkcijo pod korenom prvega od teh integralov lahko zapisemo kot —(x—
) + Lt ¢. Cejec —|— < 0, je pod korenom v integralu negativna funkcija,
zato koren ni realen in nam tega integrala tukaj ni treba obravnavati. Ce pa je
Stevilo Zj + ¢1 pozitivno, ga lahko zapisemo kot d? za kak pozitiven d in tedaj je

by b
-2+ bz + ¢ = d*[— (x_i) + 1]. Tedaj substitucija ¢t = w_d% reducira prvi

integral v (19.13) na [ \/@ = arcsin t.

Zgled 19.4. f\/z TE f\/4[41 Ty

_,/7“
2 /%_ug

3

8u V41
= = = (t=—, du=——4dt)
241 1—( 821)2 V41l 8 V1—t V4l 8
1 1 8xr+ 3
= —arcsint + C = - arcsin ——— + C.
2 2 V41

Kvadratno funkcijo pod korenom drugega od integralov v (19.13) lahko zapisemo
2 2
kot (z+ %)% +c1 — %1. Kadar je ¢; — %1 > 0 (kar pomeni, da ta kvadratna funkcija
2
nima realnih nicel), lahko zapisemo ¢; — % = d? za kak d > 0 in tedaj je

by
x—|—2

P ibrta=(ctd Pdt = d [+ (— )7

5)

b
Zato lahko tedaj s substitucijo ¢t = "H_dTl reduciramo prvi integral v (19.13) na
integral [ \/{1;_7 =arsht+C=In(t+vV1+t2)+C.

Zgled 19.5. [ 2+2$+5 =/ V(@t+1)2+4

1 dx dt z+1
_2/\/m_/m ==

=hn(t+v2+1)+C=n(z+1+vz2+2zx+5)+Ch,

kjer je C; = C —1In2.
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Kadar za koeficiente kvadaratne funkcije pod korenom drugega integrala v (19.13)

. b2 . . C ey - . . .
velja c; — 7 < 0, kar pomeni, da ima realni nicli, imenujmo ju x1, z2, lahko integral
izraCunamo Se na drugi nacin. Tedaj namre¢ lahko zapiSemo

Ce je xy = x1, se lahko znebimo korena in integral je tedaj kar In|z — z1|. Zato
vzemimo sedaj, da je xo # x1. Tedaj substitucija t = i:if

Zgled 19.6. Vpeljimo v integral

dx
-

novo spremenljivko t = 7= 1, torej x = t— indx = @ dtl)z

Vi(x —1)2 =tz — 1| :It\fll Za t > 1 dobimo tako

dt
=] i

V ta integral vpeljemo t = s%, da dobimo

ds 1 1 s—1
/(s—l)(s+1) /[s—l S+1]ds n\8+1|—|—0

vi- \+C—1|” Ve
Vit+ \/74-\/7

=In|2z -3 —-2vz? -3z + 2|+ C.

Na koncu omenimo, da ni mogoce integrala vsake elementarne funkcije izraziti

. . . . . €T i . .o .
z elementarnimi funkcijami. Npr. Si(z) = fo S’?t dt je nova funkcija, imenovana
. . . . x . -~ . o . . .
integralski sinus. Prav tako integrala [ £ dx ni mogoce izraziti z elementarnimi

funkcijami.

Nadaljeje /(z — 1)(z — 2) =

In | |+C’

20. IZLIMITIRANI INTEGRALI

20.1. Integrali oblike [ f(z)dx

Definicija 20.1. Naj bo f : [a,00) — R funkcija, ki je integrabilna na vsakem
kon¢énem intervalu [a, b], kjer je a < b. Ce obstaja limita

oo b
(20.1) / f(z)dx = bli)nolo f(z)dzx

in je kon¢na, pravimo, da je integral faoo f(z) dx konvergenten, v nasprotnem pri-

meru pa, da je divergenten. Podobno definiramo tudi ffoo f(z)dz za funkcijo
f:(—00,b] — R, ki je integrabilna na vsakem intervalu [a,b] za a < b.
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. . b )
Zgled 20.2. (i) floo i—‘ff = limy_ 00 fl % = limp_s 0o WV{

r—17

= lim L
00, cejer < 1.

boo (L—r)br=1  1—71

1 1 _{ L, cejer>1,

Ker je tudi
> d bd
/ —x:hm —leimlnb:oo,
1 x b—oo J1 T b—oo

je integral floo % konvergenten natanko tedaj, ko je » > 1, in takrat je njegova
vrednost ﬁ
(ii) Za katere ¢ € R konvergira integral

o0
I:/ e~ “dx?
0

b 1 L.
. , 1. 1. =, Cejec>0;
I = lim e”dr=—— lim e |} = = lim (1 —e?)={ ) !
b—oo Jo ¢ b—oo € b—oo 00, cejec<O.

Za ¢ # 0 imamo

Zac=0pajel = fooo dx = oo. Torej integral konvergira natanko tedaj, ko je

¢ > 0, in tedaj je njegova vrednost I = %

(iii)fooo Ig—il = limp_, o0 arctg 2|} = limy_, o arctgb = 2.
Naslednji izrek je analogen Cauchyevemu kriteriju za konvergenco vrst. V njem

in njegovih posledicah bomo molce predpostavili, da je funkcija f integrabilna na

vsakem kon¢nem intervalu [a, b], kjer bo a fiksen in b > a, b € R.

Izrek 20.3. Integral

(20.2) / b f(z)da

je konvergenten natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja tak M € R, da je

ba
(20.3) | f(z)dx| < e za vsaka by > by > M.
by

Dokaz. Predpostavimo, da je integral konvergenten in naj bo I = faoo f(z)dx.
Potem za vsak € > 0 obstaja tak M € R, da je

b
\/ f(z)dz — 1| <%%2M.
Ce sta torej by > by > M, potem je

| f(x)d:r—[\<§ in | f(m)dx—]|<§,
od koder sledi
bg b1 bl

ba bo
| A flo)yde| =1 [ flx)de— [ f(z)dz|=[(| [flx)dz=D)+(I-[ [f(z)dz)]

a a a a
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b2 bl g
<| flz)dz — 1|+ | f(x)dzfl|<§+

a

€
2

Predpostavimo sedaj Se obratno, da je izpolnjen pogoj (20.3). Potem je zaporedje
Stevil

=E&.

I, := /a+nf(x)dx (n=1,2,3,...)

Cauchyevo, saj zan >m > M — a velja

a+n at+m a+n
= dal =1 [ fa)ds- | f(sc)dac||/+ f(z)da] < e.

Zato je zaporedje (I,) konvergentno, ozna¢imo z I njegovo limito. Pokazali bomo,
da je limp_s f: f(x)dx = I, torej, da za vsak € > 0 obstaja tak A € R, da velja

| ff f(z)dx —I| < e za vse b > A. Ker zaporedje (I,,) konvergira k I, obstaja tak
ne € N, da je

(20.4) |, —I| < g, Ce je n > ne.

£

Po pogoju (20.3) (uporabljenem za §

namesto €) obstaja tak N € R, da je
b
(20.5) |/ fz)dz| < %, kakor hitro je b >mn+a > N.
n+a

Izberimo poljuben A > max{n., N} 4+ a. Potem za b > A velja

b n+a b b
| / f() da—1| = |( / f(x) du—T)+ / S de < 11,1141 / Sy <<
O

Definicija 20.4. Integral faoo f(z) dz imenujemo absolutno konvergenten, ¢e kon-

vergira integral
| @) a

Konvergenten integral, ki ni absolutno konvergenten, imenujemo pogojno konver-
geneten.

Trditev 20.5. Absolutno konvergenten integral je konvergenten.

Dokaz. Ce je integral [ |f(z)|dx konvergenten, po izreku 20.3 za vsak € > 0

obstaja tak M € R, da za vsaka by > b; > M velja fbbf |f(z)|dz < e. Tedaj velja
tudi

b2 b2
[ rw sl < [ @) ds <
zato je po izreku 20.3 integral faoo f(z) dx konvergenten. O

Zgled 20.6. Pokazali bomo, da je integral

(20.6) / ST e
0

xT
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pogojno konvergenten. Najprej pokazimo, da ni absolutno konvergenten. Za po-
ljubna naravna n > m je

nwo| n—1 (k+1)7 | o2
/ | sin z| dr — Z/ | sin z| d
mm € km €T

k=m

ol p(erw | sin z| ! 2
> 7d p— S —
= Z/,m ES > k+ )r’

k=m k=m
kjer smo uporabili, da je L > ﬁ zavse x € [km, (k+1)7] in ]€(7I:+1)7r |sinz|dz =
foﬂ sinzdr = 2. Ker harmonicna vrsta divergira, so vsote ZZ;:H k%_l poljubno

velike, ¢e je n (n > m) dovolj velik, pri Se tako velikem m, zato gornja ocena
pove, da ne more biti izpolnjen pogoj (20.3) iz izreka 20.3, torej integral (20.6) ni
absolutno konvergenten.

Po drugi strani pa je

nm o n—1 (k+1)7 :
(20.7) / sinz . _ Z/ smxdx’

mm € k7 T

k=m

kjer je zadnja vsota del alternirajoce vrste

X EEDT ging
E dx,
x
k=0"k

T

katere ¢leni padajo po absolutni vrednosti proti 0, kot bomo pokazali. Ker je taka
vrsta konvergentna, gre izraz (20.7) proti 0, ko gre m proti oo (in je n > m), zato
sedaj ni tezko videti, da integral (20.6) zadosca pogoju (20.4) in je torej konver-
genten. Pokazati moramo torej le e, da je \fk(iﬂ)ﬂ ‘:ﬁ dx| > |f((,f++12)): ST |
in, da ti integrali konvergirajo proti 0. Na intervalu (km, (k 4+ 1)7) ima funkcija sin
konstanten predznak; recimo, da je pozitiven (kar pomeni, da je k sodo Stevilo in
je na intervalu ((k 4+ 1)m, (k + 2)7) funkcija sin negativna). Potem je

E+D7 gin o BT gin o L Y 2
| dz| :/ dx 2/ x
km km x km (k + 1)7T (k + 1)7T

dx > dx =|
ki) (B+ 1) kilr & (htD)r T

Podobno bi dokazali tudi za lihe k. Da gredo ¢leni fk(:ﬂ)ﬂ % dx proti 0, pa sledi
iz ocene

/(’”2)” —sinz /(’”2)7r | sin x| BT gin 2
= — — dx|.
( (

T s /<k+1)ﬂ [sinel /““*”” [sina| - _
k k

| o z km  kn’

Trditev 20.7. Ce je |f(z)| < g(z) za vsak = € [a,00) (kjer sta funkciji f in
g integrabilni na intervalu [a,b] za vsak koncéen b > a) in je integral faoo g(z) dx
konvergenten, potem je integral faoo f(z) dx absolutno konvergenten.

s s



106

Dokaz. 1z ocene fbbf |f(x)|dz < fb x) dz, ki velja za poljubna by > by, in konver_
gentnosti integrala f:o g(x) dzx sledi po 1zreku 20.3, da je tudi integral f x)| dz
konvergenten. [

20.2. Integrali f: f(x)dz, kje funkcija f ni omejena.

Definicija 20.8. Ce je funkcija f integrabilna na vsakem podintervalu [a, ¢] inter-
vala [a,b) (c € [a,))), in f v tocki b morda niti ni definirana, lahko definiramo

/abf(a:) dx = 61_133 /acf(a:)dx

kadar ta limita obstaja. Takrat, kadar ta limita obstaja in je kon¢na, pravimo, da
je integral f;} f(z) dx konvergenten, v nasprotnem primeru pa divergenten. (Tukaj
pomeni oznaka ¢ — b~, da gre ¢ proti b z leve strani, torej c < b)

Podobno lahko definiramo

/f do= tm [ f)da

C—)(l c
za funkcijo f : (a,b] — R, ki je integrabilna na vsakem podintervalu [c, b] intervala
(a,b]. Tudi pojem absolutno konvergentnega integrala lahko vpeljemo v tem konte-
kstu na ociten nacin in dokazemo trditve, analogne tistim iz prejsnjega podrazdelka
za integrale tipa faoo f(x)dz. Vendar bomo to prepustili bralcem. Oglejmo si le
zgleda.

Zgled 20.9. (i) [ L do =limo+ [} L do = lime o+ —rmr ]}

1 1 ce j ;
i j={ 5 wher<t
st l—r  (1—r)c—?! oo, ¢ejer>1

Ker je tudi fol 1 dz =Inz|} = oo, je integral fol L dx konvergenten natanko tedaj,

(ii) fol Inxdx = lim,_,o+ fcl [tInz — 2] =lim_._,o+(clnc—1) = —1. Tukaj smo
uporabili dejstvo, da je lim,._,g+ clnc = 0, ki sledi npr. z vpeljavo nove spremen-
ljivke t = —Inc:

t
— lim clnec= lim e~ t—hm——hm—zo.
c—0+ t—00 tsoo et t—oo ] 4t B o4

\w w\”

=Y

Pri tem zadnja enakost sledi iz ocene |7\ <|L|=
T2 4 2

)

Naloge. 1. Izracunajte f_ll ﬁdm.

2. Naj bo g : [0,00) — R omejena zvezna funkcija. Dokazite, da je integral

foo g(z)
0 1+4a3

3. Ali je integral fol 1 dx konvergenten?

dx absolutno konvergenten.

4. Naj polinom ¢ nima nobene ni¢le na poltraku [0, 00) polinom p pa naj ima

vsaj za 2 nizjo stopnjo od polinoma ¢q. Dokazite, da je tedaj integral fo zgg dx

konvergenten.
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5. Kako je s konvergentnostjo integrala fol In" z dx?
6. Za katere a je konvergenten integral f_ooo 2%% dx?
7. Ali je integral [~ {22 konvergenten?

Inz

21. UPORABA INTEGRALA

21.1. Plos¢ine. Integral lahko uporabimo za izrac¢un plos¢in ravninskih likov, ki
niso nujno omejeni z grafom ene same funkcije in tremi daljicami.
2

Zgled 21.1. Izracunajmo plos¢ino lika, omejenega s parabolama y = ax® in z =

ay?, kjer je a > 0 konstanta.

SLIKA 39. Obmocje med parabolama

Paraboli se o¢itno sekata v tocki (0,0) in v 8e enem preseciscu, ki ga dobimo kot
drugo resitev sistema enacb
y=ar? x=ay’

Ko vstavimo y iz prve enacbe v drugo, dobimo = a3z*. Poleg resitve z = 0, je
reSitetev te enacbe tudi x = % Za x € [0, %] je \/g > az? (saj je v > a®z?), druga
parabola torej nad prvo. Zato je ploscina lika med parabolama

1 1
« x @ 12 3 1 1
= Zdx — 2de = Z2..3/2 _ a
P /O\/;x /0‘”“ v [\/633: a3 li =55

Naloga. Izracunajte plosc¢ino elipse ﬁ—z + Z—z <l1.
21.2. Dolzina funkcijskega grafa. Kako dolg je graf odvedljive funkcije f :
[a,b] — R?

Da bi to ugotovili, razdelimo interval [a, b] na dele z delilnimi tockami

a=20< 21 <To< .. < 1<x;<...<x,=0>b

ter vsaki dve tocki (z;—1, f(x;—1)) in (z;, f(2;)) povezimo z daljico. Vsota dolzin
vseh teh daljic je dober priblizek dolzine grafa, ¢e je delitev P intervala [a, b] dovolj
drobna (tj. Ap dovolj majhen). Dolzina i-te daljice, imenujmo jo A;s, je

Bis = /(T — Fo 0P+ @~ 1) = \/ (S s,




SLIKA 40. Aproksimacija dolzine grafa z lomljeno ¢rto

kjer smo oznadcili A;z = x; —x;—1. Po Lagrangeovem izreku je % = (&)
za kak &; € (z;_1,2;), torej je

AiS = f’(fl)Q + IA,JZ

. Vsota N
VPG 1A
=1

je priblizek dolzine grafa. Toda taka vsota je Riemannova vsota za funkcijo g(z) :=

f'(2)? + 1 na intervalu [a,b]. Ko gre Ap proti 0, take vsote konvergirajo torej
proti f; g(z)dx = ff V f'(z)? + 1dz, ¢e je funkcija g integrabilna. Ta pogoj je
izpolnjen npr., ¢e ima odvod f’ le konéno mnogo to¢k nezveznosti. S tem smo

“izpeljali” naslednjo formulo za dolzino s grafa funkcije f, ki ima odsekoma zvezen
odvod:

(21.1) s:/b V f1(x)? 4+ 1dz.

Besedo “izpeljali” smo postavili med narekovaja, ker bi stroga izpeljava zahtevala,
da najprej strogo definiramo pojem dolzine grafa, kar pa bi bilo nekoliko zamudno.
Namesto tega, lahko vzamemo formulo (21.1) kar za definicijo dolzine grafa, skle-
panje, ki smo ga zabelezili pred njo, pa pove, da se ta definicija sklada z nasim
intuitivnim pojmom dolzine. Na kratko lahko izpeljavo formule za dolzino krivulje
povzamemo takole: dolzina zelo majhnega dela krivulje je ds = /(dz)? + (dy)? =

1+ (%)2 dx, dolzino celotne krivulje dobimo kot vsoto dolzin takih delov, ko
limitiramo njihovo velikost proti 0. V limiti preide vsota v integral, zato velja
(21.1).

Zgled 21.2. Izracunajmo dolzino veriznice f(z) = cha med tockama a = 0 in
b=1. Po (21.1) je

1 1
1 1
s:/ Vsh%—i—ldxz/ chzdx:shx\é:shlzi(e—f).
0 0

e
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SLIKA 41. Diferencial dolzine ravninske krivulje

21.3. Prostornina in povrsina vrtenine. Ko se graf zvezne funkcije f : [a,b] —
R zavrti okrog abscisne osi za 360° opise ploskev. Dolo¢ili bomo povrsino te ploskve
in prostornino telesa, ki ga omejuje (tj. prostornino telesa, ki ga opiSe ravninski
lik pod grafom funkcije). Telo razrezemo na zelo tanke plasti z ravninami, pravo-

Y

ds= \/1+f/(x)? dx

I i dp=2nf(x)ds ’ iy

. f(x) ! \

SLIKA 42. Diferenciala prostornine in povrsine vrtenine

kotnimi na abscisno os. Vsaka taka plast je priblizno valj z zelo majhno visino dx
in polmerom osnovne ploskve f(x). Plog¢ina te osnovne ploskve je torej 7 f(z)2,
prostornina tega valja pa 7 f(x)? dz. Prostornino celotnega telesa dobimo kot vsoto
prostornin teh valjev, ko limitiramo njihove viSine dx proti 0, s ¢imer vsota preide

v integral f: 7 f(x)?dz. S tem dobimo naslednjo formulo za prostornino vrtenine:

b
(21.2) V= 7r/ f(z)? da.

Ko plas¢ tega “valja” prerezemo po tvorilki in razvijemo v ravnino, dobimo
pravokotnik z osnovnico 27 f(x) in vigino ds. (Da njegova visina ni dx temveé
ds, spoznamo, ¢e opazujemo funkcijo f z zelo strmim grafom.) Plos¢ina tega dela
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ploskve je torej 27 f () ds = 27 f(x)\/1 + f'(x)? dz, povrina celotne ploskve pa

b
(21.3) p= 271'/ fl@)v/1+ f(x)?dx.

Zgled 21.3. Koliko je prostornina in povrsina vrtenine, ki nastane, ko se del pa-
rabole y =1+ 22,1 <z <2, zavrti okrog abscisne osi?

2
1
V:w/ (1+:E2)2d:czﬁ7r.
) 15

2
p= 277/ (1+ 2%)V/1 + 422 da.
1

Zadnji integral lahko izracunamo z vpeljavo nove spremenljivke ¢ prek zveze 2z =
sht, s ¢imer sledi

arsh 4 2 arsh 4 2

h <t 1 h <t

p:27r/ 1+°2 )chtfchtdtzﬂ'/ 1+ 2 ")eh 2t dt.
arsh 2 4 2 arsh 2 4

Sedaj bi lahko izrazili funkciji sh in ch z eksponentno funkcijo, nakar ne bi bilo

tezko integrirati, vendar pa bi to zahtevalo precej dela, ki nam ga lahko olajsa

racunalnik. Povejmo le, da je priblizni rezultat 69.3.

SLIKA 43. Integral [(1+ 2?)v/1 + 422 dx, izratunan z geogebro

21.4. Tezisca ravninskih likov in krivulj. Kako bi doloéili ordinato tezisca rav-
ninskega lika pod grafom funkcije y = f(z), a < x < b? Predpostavili bomo, da
je ploskovna gostota %‘ konstantna, tako da bomo pri racunanju navora namesto
teze upostevali kar plos¢ino. Lik razdelimo na ozke vertikalne pasove s premicami
x =konst., ki so pribli¢no pravokotniki. Ordinata tezis¢a tipi¢nega takega pravo-

kotnika je @, njegov prispevek k navoru okrog osi x je torej produkt plos¢ine
dp = f(z) dz in rotice @, se pravi
2
dng, =1 (;) da.

Celotni navor okrog osi z je zato

_ M @)
Mx—/a Td{l?
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/1 * N

SLIKA 44. Dolocitev tezisca lika pod grafom funkcije y = f(z),
a<x<b

Po definiciji je tezisce v taki tocki (xr,yr), da je celotni navor okrog katerekoli osi
enak produktu ploscine p in razdalje tezisca do te osi. Torej velja

b 2
X
yTp:Mx:/ f(2) i,

od koder dobimo
b
_ [, fx)? da
2p

kjer je p ploscina lika, p = f; f(z)dz. Ker je V = Wf; f(x)? dx prostornina

vrtenine, ki nastane, ko se lik zavrti okrog osi x, lahko formulo (21.4) zapisemo kot

_ vV : .
yr = 2mp oziroma:

(21.5) V = 2myrp.

V tej formuli pomeni izraz 2wy pot, ki jo pri zasuku za 360° opiSe tezisce. Da se
dokazati, da velja ta formula za splo$ne ravninske like:

(21.4) yr

)

Trditev 21.4. (Guldinovo pravilo) Prostornina vrtenine, ki nastane, ko se ravnin-
ski lik zavrti za polni kot okrog osi, ki ne seka lika, je enaka produktu ploscine lika
in dolzine poti, ki jo pri vrtenju opise tezisce lika.

Naloga. Izpeljite formulo za absciso tezis¢a ravninskega lika pod grafom funkcije
y=f(z),a <z <b.

Kako pa bi doloéili tezisce krivulje y = f(z), a < x < b? Predpostavili bomo, da
je dolzinska gostota (fTZL konstantna, tako da bomo pri racunanju navora namesto

teze uporabili kar dolzino. Krivuljo razdelimo na majhne dele. Dolzina tipi¢nega
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SLIKA 45. Navor krivulje okrog osi = je M, = fab f(x)ds

dela je ds, njegov navor okrog osi x pa dM, = f(x)ds = f(x)\/1+ f/'(x)?dz.

Celotni navor krivulje okrog osi z je zato

b
M, :/ f(@)V1+ f'(z)?dx.

Po definiciji tezis¢a mor biti ta navor enak syr, kjer je yr oordinata tezisca, s pa

dolzina krivulje, s = ff V1+ f/(z)?2dz. Od tod sledi
(216 @)1 T F@)de
: = - :

yr

Ker je povrsina vrtenine, ki nastane ko se krivulja zavrti za polni kot okrog osi =,
enaka p = 27 f f(z)\/1+ f'(x)?dz, lahko formulo (21.6) zapisemo kot
(21.7) p = 2myrs.

Tudi ta formula velja za splosnejSe ravninske krivulje:

Trditev 21.5. (Guldinovo pravilo) Povrsina vrtenine, ki nastane, ko se ravninska
krivulja zavrti za polni kot okrog osi, ki ne seka krivulje, je enaka produktu dolZine
krivulje in poti, ki jo pri zasuku opise tezisce krivulje.
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Zgled 21.6. Krog s polmerom a se zavrti za polni kot okrog osi, ki je oddaljena od
sredisca kroga za b, kjer je b > a. Doloc¢ite prostornino in povrsino tako nastalega
svitka.
Ker je tezisce kroga oc¢itno v njegovem srediscu, je dolzina poti, ki jo opiSe tezisce,
enaka 27wb. Po Guldinovem pravilu je zato
V = p27b = 2n%a>b.

Ker je tudi tezisce kroznice v sredis¢u kroga, je po drugem Guldinovem pravilu

povr§ina svitka
p = s27b = 2ma2nb = 4n’ab.

Naloge. 1. Dolo¢ite tezisce polkroga z2 +y2 < a2, y > 0, ter tezisée polkroznice

2 +y?=a% y>0.
2
2. Koliko je ploscina elipse ﬁ—i + 4% <17
3. Dolocite tezisce homogenega stozca.
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